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PRESENT ACION 


Distinguidos colegas: 

Dando continue don a nuestra serle de textos denominados ACTIVIDADES DE 
mate M ATI c A ; fa cual fue Inlciada con septJmo y octavo grad os, presentamos 
ahora las ACTIVIDADES DE MATEMATICA para ef Primero de Glendas del Cfcfo 
Diversifies do. 

El contenido de! texto se ha dividido en capitulos bien dlferenciados, con 
contenldos elaborados de forma practrca, con los imprescindibfes desarrollos 
matem^ticos que le permits a los afumnos y alumnas soltura en el calculo. 

Cada capitub consta de partes bien diferencladas, conteniendo los siguientes 
aspectos: 

* Un contenrdo tedrico, donde se desarroflan cada uno de Jos objetivos del 
programs partlendo de sEtuaciones o activldades practices, Introdudendo al 
alumnado en el contenido particular de cada epigrafe, cor un desarrolb 
perfectamente ajustado tanto a los conocimientos como a las necesidades dc 
ellos, Se desarroflan tambien ciertos conocimlentos previos a cada contenido. 

* Ejercicios y problemas resueltos, Jos cuales estan presentados en algunos 
casos en forma de ejempfos. Elios tienen como finalldad famiiiarizar a los 
alurrmos y alumnas con bs procesos de resolution de problemas, detallando 
cada paso y expltcardo todos los matices, asi como tambien dandose algunas 
estrategias metodologEcas para dicha resolution, 

* Activfdades para resolver, etapa en la cual se plantean ejercicios en orden 
gradual de dificultad y con su respectiva respuesta. Estos probJemas pueden 
ser resueftos, bien en casa o trabajando en grupo o en eJ aula. Este proceso 
puede realizarlo los afumnos y alumnas una vez que hayan comprendido fos 
ejercicios y problemas resueltos. 

* Las Activldades complementarias, etapa esta donde se pfantea una 
selection de problemas desarrofiados en cada capitub, con ef fin de amplrar y 
reforzar los conocimientos adqulridos. 

* Se trabaja con la calculadora, se ejercEta el cafculo mental y se dedita cierta 
atencidn a las apiicactones de las matematleas, 

EE fin general del texto es ayudar a fos alumnos y alumnas a desarrolfar un 
pensamrento logico; a adquirir un razonamfento que Ees permits clarfdad, rigor y 
exactitud, permitiendoies posteriormente resolver problemas, realizar 
investigaciones y estar en capacidad de enfrentarse a situadones practices de la 
vida real 
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UN I DAD I Funciones Reales 


CAPfTULO 1 


Estudlo de las funciones 


ESTUDIO DE LAS FUNCIONES 


1.1 Que es una funcion 

Antes, de definir funcion, veamos algunos ejemplos de relaciones o correspondences que nos van 
a ayudar a camprender et toncepto: 

- S3 tenemos el conjunto de automdvFCes que circular por e! pars y, el conjunto de numeros de 
placas existentes, es posible establecer una relation entre tads autotndvil y su numero de placa, en 
donde a cada automovil fe corresponde un solo numero de placa. Pueden existir numeros de placas 
que todavia no han sido aslgnados. 

* Cuando exists una relation entre el conjunto de [os productos do un supermeroado y el conjunto 
de los predos, existe una relation en donde a cada producto le corresponde un solo precio. 

- Cuando se tiene ei conjunto de !os tiudadanos de un pafs y el conjunto de Jos correspondientes 
numeros de cedula. A cada tiudadano le corresponde un solo numero de teduEa. 

* A cada medlda del lado de un cuadrado le corresponds su perimetrc. Asi, al cuadrado de [ado 1 
on Ee corresponde un perimetro de 4 cm- AF cuadrado de iado 2 cm le corresponds un peri metro de 
3 cm. At cuadrado de lado 2,5 cm le corresponde un perfmetro de 10 cm. 

Cada uno de los ejemplos esta referido a la relation establetida entre dos conjuntos, en donde a. 
cada elemento del primer conjunto se le relaciona con un unico elemento del segundo conjunto. 
Estas relaciones que cumplen con esta condition son llamadas funciones, permitFendonos dear; 


Dados dos conjuntos Ay B r se Ifama funciin de A en B a toda relation, ley 0 correspondency 
que a soda a cada elemento del conjunto A (conjunto original} un Gnlco elemento del conjunto B 
_ (conjunto final). 

Las funtiones se denatan con la letra f, escribl^ndose f:A — ►B. Se lee 'T es una fundon de A en B". 

Si un elemento x del conjunto A se corresponde cor un elemento del conjunto B, decimos que y es 
image n de x per Fa funcion. 

El conjunto A retibe el nombre de domtnio de la funcion y se denote como Dom f y el conjunto 
B recibe el nombre de conjunto de I leg acta □ coelom Into. 

El subtonjunto de B, constituido por todos Eos elementos que son Fmagenes do los elementos de A, 
recite eF nombre de rango de la funcidn, denotandose como Rgo f Puede darse el caso que en 
el conjunto B haya elementos que no son imagen de nFngun elemento del conjunto A. Estos 
elements no estan en el rango de la funcion, pero si estin en el conjunto de llegada o codomlnlo 

E3E3VIPLQS 

Observemos las siguientes representaciones sagitales que representan relaciones entre A y 





























UNI DAD I Fun don es Regies 


CA P ITU LO 1 


Estudio de las funcion es 


La relacfon I es una fundon f: A—► B porque a cada elemento de A le corresponds un unico 
demento de b. 

Domf = {1,2,4, 5} Rgof^ {1,4, 16,25) Cbdf »{l f 4, 16, 25} 

ffl) - 1 f(2) = 4 m - 16 f(5) - 25 

Lg relation II es tambfen una funcion, par fa misma razbn anterior. 

Dom f = { -2 r 2, -3, 3 } Rgo f = { -4 # -9 } . Notese que 6 no es Imagen de rringun elemento de 
A. Cod f - { -4, -9, 6 } 

Lg relation III no es una funcion, porque al elemento c de A le corresponds dos elemental de B, el 
3 y el 4, Dos eletnentos distintos de B estan reladonados con un elemento de B, 

La relation IV es tambfen una funtion, por la misma razon de la relation I. 

Dom f = { m r n, s, t} Rgo f = {1, 2 } , Aqui el Rgo f = B, 

Qbservaciones. 

En una funcion, at conjunto fbrmado por los elementos de S quo esten relacionados con fos 
Clementes de A se les llama imageries de bs elements de A, 

Ast, en la furcion I las imagines son: 1, 4, 16 y 25. 

En la aincion H las imagenes son: -4 y -9, ya que 6 no es imagen de nfngun elemento de A. 

En la funrion IV las imageries son 1 y 2, 

Ung funcfon puede tambien representarse como pares ordenados, donde Eas primeras 
componentes de los pares son elementos del domfnfo y las segundas componentes son eSementos 
def range* 

Para cada una de las relations que son funtiones se tendra en forma de pares ordenados que; 
f, = {(1,1), (2,4), (4,16), (5,25)} f„ = {(-2,-4), (-3,-9), (3,-9) f K = {(m,l), (n,l), (s,2), (t,2)> 


1,2 Funciones inyectivas 


Una funcion f: A — ► 8 es inyectiya s) a elementos diferentes del (tominio le oorresponden 

elementos diferentes del range. 

Regreserms a los diagramas sagltales anteriores para tratar de anaftzar la definition de funcion 
irtyecdva, 

En el taso I puede notarse que das elementos distintos del domfnfo tienen imageries discintas. 
Esto nos Indies que la funcion es fnyecfiva. 

En el caso II la funti6n no es inyectfva, ya que dos elementos distintos de A (el dominio), tienen la 
misma imagen, 

En el caso IV la funcion no es inyectiva por la misma razon anterior. 

La funcion f que asigna a cada estado de Venezuela su ciudad capital es fnyecttoa. Esto se explica 
porque estados distintos tienen capita les distEntas, Dicbo de otra manera, no exfste una ciudad que 
sea capital de dos estados distintos. 

La funcion f: R — * R, definida por la expnesion f(x) = x 3 es una fundon fnyectrva porque dos 
numeros reales distintos elevados al cubo nos permite obtener dos numeros reales distintos. 






IINIDAD I Fundones Reales 


CAPITULO I 


Estudio de las fundones 


1.3 Fundones sobreyectivas 


Una funcion f: A—► B es sobreyectiva si todo elemento del codommio o conjunto de tiegada es 

imageri de algtin elemento del dominion _ 


Debemos msfetir nuevamente en los diagramas anteriores, con el fin de analizar si representsn q no 
fundones sobreyectivas. 

En ei caso I se tiene una funcion sobreyectiva, ya que todos los elementos dd codonunto 
(cgrjunto B) son imagen de al menos on elemento del dominio, 

En el caso II la funcion no es sobreyectiva ponque ei elemento 6 no es imagen de ningun elemento 
del dominio. 

En el case IV tenemos un fdndon sobreyectiva porque todos los etementos del codam into son 
imagen de a I menos un elemento del, do min io. 

La funcion f: R > R definida como f(x) = x 3 no es sobreyectiva, porque al elevsr al cuadrado 
cualquier nurnero positivo o negative se obtendr^ en el codominio numeros esfrictamente positives, 
indlcandbnos que los ntimeros negatives no estin en el conjunto de las imageries de f, 

A estas fundones, cuyo dominio y rango esfcan constttuIdas por numeros reales R o subconjimtos 

de este, so dice que son fundones reales de variable real, 

1.4 Fundones biyectivas 


Una func ion es biyectiva cuando es inyectiva y sobreyectiva simuitaneamente, 

En et caso I la funcion es biyectiva, por ser inyectiva y sobreyectiva. 

En el caso II la fundon no es ni sobreyectiva ni Inyectiva. 

En e! caso IV la fundon es sobreyectiva pero no es inyectiva, por Io tanto no es biyectiva. 

1.5 Fundones constantes 


Una fundon f; A — ► B se dice que es constant® si a cada elemento de A se a signs un mismo 
elemento de B. Tambien puede derirse que el conjunto de imagenes consta de un solo elemento 


Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 



En el ejemplo i la funcion es constante porque el elemento a de B es unica Imagen de todos los 
elements de A. 

Nbtese que f(2) = a f(4) = a f(5) - a. 

Si Io escribimos en farm a de pares ordenados se tendra; f = {(2,a) P (4,a), (5,a)} 
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UNIDAD I Funciones Reaies 


CAPITULO 1 


Estudlu de las funciones 


1,6 Funaon identica 


Se llama funcidn idSntlca a la funcion f que hace corresponds a todo elemento del domlnio eE 

misrno elemento. 


En el ejemplo 2 se muesEra una funcion identica. La funddn identica es una funcion f:A~►A 
quedando definida por f{x) = x* f(l) = l f f(3) = 3 y f(5) = 5 

En el ejemplo 3 la fundon es sobreyectiva, pero no es una funcion constants. Bto se explica 
porque al elemento c se te debia haber asignado tambien el elemento 4. 

No es inyectfva , porque dos elementos dlstinfos del dominlo, a y b ttenen la misma imager que es 
*1 a 



1. - Indies cual o cuales de las slgulentes correspondencias son funciones. En caso de ser funcion 
cuales son inyectivas, sobreyectivas y biyertivas, Explica la razon, 

a) La que asocia a cada numero entero $u doble. 

b) La que asocia a cada radio de m circulo su area. 

c) Lb que asocia a cada numero natural su cuadrado. 

d) La que asocia a cada numero entero sus multiples. 

e) La que asocia a cada numero natural el multiple de 5 mas proximo a el. 

f) La que asocia a cada numero entero posidvo sus dlvisores. 

g) La qua asocia a cada numero entero su cuadrado. 

h) A cada numero entero le hacemos carresponder su rafz cuadrada. 

2, - Obseiva [os diagramas sagitales que estan representsndo correspcndencias entre conjuntos. 
Analiza cada uno y responde: a) iCuales representsn funciones?. b) LCuales representan funciones 
inyettivas?. c) iCuales representan funciones sobreyectlvas?. d) iCuales representan funciones 
biyectivas?. e) £Cua[ rep resen La una funcion constants? 0 iCuiles son funciones reales de 
variable real?, g) Los que sean funciones representslos como pares ardenados. h) tQue condition 
deben cumplir los conjuntos M y N para que entre elbs exlsta una funcion biyeetiva?. 
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UMIDAD I Fundones Reafes 


CAPITULO 1 


Estudio de las fundones 


3. -iUna fundon constante puedeser Eriyectiva?. Explfca tu razonamiento. 

4. -2Que condition debe cumplirse para que una funcion constants sea sobneyettiva?. 

5. - £e dan los conjunfcos A - {m ( n, s} y B = {3, 9>, a) Construye, usando representaciones 
sagEtales, todas las fundones dlferentes de A en B que pueden formarse. iCuantas son?, bj iEs 
posible former fundones sobreyectivas de B en A?. Explica. 

6 . - Dada [a funcion f: A ~►B definida por f(x) - x 2 -1 donde A = {-1,1, Q r 2, -2} y B = {0, -1, -3} 
a) Encontrar la itnagen de cada element© de A b) Represents la funcion con pares ordenados 
Haz la representation sagltal de la funcion. ^Coincide el rango con el codominio de f?. 

Establecer si ia funcion es inyecti\/a x sobreyedtlva o biyedwa, Ex pi lea las razones. 

7. - Dado el conjunto A = (0, 1 , -I, - 2, 1/2} y ta funcion definida por f(x) - 2* , encontrar el 
conjunto de imageries de elements de A. 

8 . - Dado el conjunto H = {-I, 1/2, Q, 2 }. Sea la funcion f: H —►R definida por f(x) = x 2 -1. 

a) Encontrar el conjunto de imagines de f. b) Escribe el rango de f c) iE s fnyectiva?. Explica, 

9 . -Dada la funcion f: Q ->Q definida come f(x) - 1 - I x | 

Ha liar; a) f{l) b) f(-l) c) flfl/2) d) ff-1/2) e) iPor que f no es inyectiva? 

10. - Sea la fundon f: R-*-R definida por f(x) = X s - 2x - 2. Haltar: 

a) f(-3) b) H-4) c) fix 1 ) d) f(x+3) e) f(2) - f(^3) f) f(x + h) g) f(2x - 3) + f(x + 3) 
h) f (x + h) - f(x) i) [ f(x + h) - f(xjj/h jj f(f(x) 


1L- Dada la funcibn definida por f(x} * . Haliar: aj g(0}; b) g(Z>; c) g{-l/2); d) g(l/2j 

x -1 

12 ,- $e dan dos conjuntos M - (6, 8, 25, 21} y N - {2, S, 7} y 3a correspondencia "es multiple* 
de" 

a) Haz la representation sagital de la correspondencia. 

b) Represents fa funcion como pares ordenados, 

c} tEs la correspondence una fundon inyeedva?. Explica, 

d) cEs una funcion sobreyectiva?. Expitta, 

e) £Es una fundon biyectiva?. Exp I lea. 

f) tExIste alguna funcion cuyo domlnio sea N y cuyo rango sea M?. Explica tu respuesta. 


13, - Sea la fundon g: R - > R definida de la siguiente manera: 

V - 3x si x a 2 

x t 2 si x < 2 

14. - Sea ta funcion h: R-►R definida por h(x) - 


gfr) = 


Haliar: a) g(3) b) g(l) c) g(-l) d) g(-2) 

3 x - 6 si x ^ 1 


1 - x si x > 1 


e) 9(5/2} f)g(-i/2) 


Hallar: a) h(Q) b) h(-2) c) h(l) d)h(3) 
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UNIDAD I Fun cl one 5 Reafes 


CAPITULO 1 


Estudio de bs funciones 


3. -cUna funcion constante puedeser Enyectwa?. Explica tu razoiiamiemto. 

4. -eQue condition debe curnpllrse para que una funcion constante sea sobneyettiva?. 

5. - Se dan los conjunfcos A - {m, n, s} y B = {3; 9}, a) Construye, usando represen taciones 
sagitales, todas las fundones diferentes de A en E que pueden form arse. iOuantas son?, bj iEs 
posible former funciones sobreyectivas de B en A?. Explica. 

6. - Dada la functor f: A—►B definida por f(x) - x 3 -1 donde A = {-1,1, 0, 2, -2} y B - {0, -1, -3} 
a) Encontrar la imager de cada demento de A b) Represents la funcion con pares ordenados 
Haz Ja representation sagltal de la funcion. ^Coincide el rango con el cadominio de f?, 

Establecer sf la funcion es inyectiva, sobreyedtlva o biyectiva. Explica las razones. 

7. “ Dado el conjunto A = (0, l ( -1, - 2 r 1/2} y la funddn definida por f(x) = 2* , encontnar el 
conjunto de imageries de elementos de A. 

8. - Dado el conjunto H = {-l s 1/2, G, 2 }. Sea la funddn f: H — H? definida por f{x) = x 2 - 1. 

a) Encontrar el conjunto de imagenes de f. b) Escribe el rango de f c) dEs fnyectiva?. Explica, 

9. -Dada la fun cion f: Q — ►Q definjda como f(x) “ 1 - I x | 

Ha liar; a) f(l) b) f(-l) c) f(l/2) d) ff-l/Z) e) iPor que f no es inyectiva? 

10. - Sea la fiindon f: R^*-R definida por f(x) = X s - 2x - 2, HalEar: 

a) f(-3) b) ff-4) c) fix 1 ) d) f(*+3) e) f(2) - f(-3} f) f(x + h) g) f(2x - 3) + f(x + 3) 

b) f (x + h) - f(x) i) [ f(x + h) - f(x)]/h j) f(f(x) 


1 

11. - Dada la funddn definida por f(xj - ——■ . Halfar; aj g(Q); b) g(2); c) g(-i/2); d) g(l/2) 

12, - Se dan dos conjurttos M - ( 6 , 3 t 2 5, 21} y N - {2, S, 7} y la correspondence multiple 
de w 

a) Haz: la representation sagltal de la correspondencia, 

b) Represents la funddn como pares ordenados. 

c} tB la correspondence una functors Inyectiva?, EXpHca, 

d) iEs una funcidn sobreyectiva?* Expltca. 

e) iEs una fundon biyeetiva?. Exp I lea. 

f) ZExIste alguna funcion cuyo domlnto sea M y cuyo rango sea M?. Explica tu respueste. 


13, - Sea la funddn g: R 

fx 2 " 3x si x a 2 

gM =1 

[ x + 2 si x < 2 

14. - Sea la funddn h: R 


R definida de la siguiente manera; 


Hallar: a) g(3) b) g(l) c) g(-l) d) g(-2) 

' 3 x - 6 si x <. 1 


-►■R definida por h(x) - 


1 - x si x > 1 


e)g(5/2) f)g(-i/2) 


Hallar: a) h(0) b) h(-2) c) h(l) d) h(3) 
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UNIDAD % Fun clones Reales 


CAPITULO 1 


Estudio de las fundones 


f(3 + h) - f(3} 


I5 k * Se da la fundon f{x) — —- , Encontrar a) f (1 + V2) b)f(2+h) - fi(2) c) 

x + 1 i h 


16.- Dada la fundon h(x) - x + 




encontran a) h(2) b) h(a+2) c) h(a+b) - h(a) 


17 - Dada la fundon g(y) = 3y 2 -y + 1 demostrar que g(2a +• 1) = 12a 1 4- 10a - 3 

(x-lX* + 2) 


IS.- Dada la fundon f(x) = 


(* 2 ■ i) 


endontrar f(l/2) 


19.- Dada La fundon g(x) = ?x 2 -1 determlnar; a)g(2x) 

c) g(x + h) 


bj g(3x 2 -6) 
ih g(x + h) * g(x) 

«) -r 


20.- Dada ta fund6n f(x) = x* -x + 1 demostrar que 

2L- Dadas las funciones sigulentes 

X ■ y oft) = i—— determinar : a) f 
x + 1 Vt-1 



f(x + h)^f(x) 
3 


t 1 /) b)g(t-l) 


2(x + 1} 



22.- ResueEve las siguientes ecuadones de segundo grado: 


a) 3x 2 - IQx + 3 - 0 

b) 6X 1 + X - 1 - 0 

e) x 2 - 3x - 10 = 0 

f) x 3 - 24x + 80 - 0 

t) j^-Sx-ie^o 

j) Ox 2 + x - 1 = 0 

m} Vm 2 +4 — 3 

n) VS-a = a + 1 

Z3.ResQlver 


a)?6x+4-4 b)Va + l-l = 3a c)V3* 

24 - En cada una de las siguientes expresiones 
parentesls: 

6 

a) y = (x) 

x + 3 

b) y = Vx+ 2 (x) 

e) y= X s + 5 (x) 

f)y=?x 3 -l (x) 


f 


c) x 2 + x - 272 - 0 

d)x 2 -x-6 = 0 

g)x 2 -7 x + 6 - 0 

hj X 2 - 10x 4 24 = 0 

k) -6a 2 + 2 lx + 27 - 

0 £} {2a + 3)(3a-l) = 2 

o) p 4 -5p J = 24 

q) 10m 4 + 21m 2 = 10 

- 4 = y-7x +3 d) 3 ■ 

- Vt-3-Vt e) V2m +i 

despeja en cade caso la variable indleada en el 

x-1 

3.' 2 

=> y = , M 

2x - 2 

d} Y ” V* - 1 (x) 

g) x = y 3 + 3 (y) 

h)x = 2 1 /y-7 (y) 


2 

3 
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UNIDAD I Funcdones Reales 


CAPITULQ i 


Estudlo de las fundones 


2S- Utiliza la propiedad de la raiz cuadrada para despejar fa incognita en cada ecuation 

a) (a - I) 2 = 20 b) (3p - 4) 2 = 60 C) (k ■ |) 2 = - d) (zx-;) 2 =4 

3 9 2 

1.7 Estudio de fos intervalos 

Los intervalos son conjuntos de numeros reales que cumplen con deterpirnada propiedad definida 
por desigualdades. 

Los intervalos puetfen ser finite* e infinites 

Los intervalos finitos son aqudlos en ios males sus extremes vienen representados por dos 
numeros reales cualesquiera, es decir, poseen longitud firtita. Son intervalos finitos ios siguientes: 

Intervalo abierto de extremes a y.b es el con junto de todos Ios numeros reales que son may ores 
que a y menores que b. 

(a,b) = {xeR/ a < x : < b> * - ( ) - -► (-1, 2) - {x e R/ -i < x < 2} 

a b 

Intervalo terra do de extremes a y b, a < b es el conjunto de todos Ios numeros reales que son 
mayores o iguales que a y menores o rguales que b, 

[a,bj = = {xeFy a<«sb} * -f-3- ► [-1,2] = {xeR/-lsx <2 > 

a b 

* Intervalo semiabierto por la derecha 

[a , b) = {XeR/ a <; x < b > M -f— - } - ► ,2 ) ^ {xeR/ -1 ^ x < 2 } 

a b 

• Intervalo semiabierto por la izqulerda 

(a , b] HxeR/ a < xs: b } 4 - { - } - > f-1 r 2 ] = {xeR/ -1 < x £ 2 } 

a h 


Los mtervafos infinitos son aquellos en Ios cuales yno de sus extremes dene el sfmbolo oc 


[3 ( «}-{ xcR/ x > a} 


f 

a 



[2 , +?fl) = { xe Rj x > 2} 


{a , » ) = { xeR/ x > a> —- { ^ » (2 , +») - { xeR/ x > 2} 

a 

(■«?, a] = {xeR/x<a> ^ ] -- ► (-«, 2] = {xeR/xi 2> 

f a 

{- », 9 ) = { xeR/ x < a) ^ I ) - ► (-*, 2) = { XeR/ x < 2} 

a 

Los numeros reales, generalmente cort frecuertda, se expresara con dos extremes Infinitos medlante 
la siguiente notadon de intervalo: R - f - & , +« } 

Nota: debe tenerse claro que +CO y - sc no son numeros reales, son simplements simbdos que 
utilizaremos para indicar un valor mayor o menor que oralquler numero real. 
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UNIDAD1 Funciones Reales 


CAPITULO 1 


Estudio de las fundones 


Observe, que en la representation grafica de los intaivabs hemos utllizado el slmbob [ ] para 

indlcar que el Intetvato conHene los extremes, y el slmbolo ( ) para indiear que el interva o no 

confclene los extremes. 


1.8 Union e intersection de conjuntos 


La unidn de 60 S conjuntos A y B, que se escribe A U B, es el conjunto de elements que 
perteneceri al cortjunto A o al conjunto B. 


Si A = {1,2 ,3 ,4,5} y B = {3,5,6, 7} .“*' A 'J B = { 1 , 2, 3, 4 , 5 , 6 , 7 } 

SiA = {a,b,C,d,e} y B = {x,Y,z> -► aUB = { a, b, c, d, e, x, y, z } 


La intersecel6n de dos conjuntos A y B, que se escribe A|"J B, es el conjunto de todos tos 
elementos que son oomunes a los conjuntos A y B. 




Si A = { 1, 2,4, 5} y B = { 3, 4, S, 6, 7 } 

S( A = { a, b, c, d > y B = { b, c, m, n } 

Si a = { a, b, c } y B = { m, n, s } 


> AflB = {3,4,3} 
-► AflB = {B, C} 
AflB = < } = 4> 


Como puede notarse en el ultimo ejemplo no existen elementos comunes, por lo que el resultado 
es el conjunto vacio, el cual puede notarse de dos formas dlstintas: { ) 0 3 



Oeterminar AU B y Ap|B para rad a par de conjuntos A y 6 

a) A = { 1, 2, 3 > B = { 2, 3, 4 } b) A = { -2, -4, -5 } B = {-1, '2, -4. ) 

C) A = { } B = {0, 1, 3} d) A = { 0, 2, 4, 6, 8} B = { 1, 3, 5, 7 j 

e) A = {*1, 0, 1} B = {0, 2, 4, 6} f) A = {0, 4, 6, B, 10} B = {1, 4, 8 } 

Respuestas _ ^^____ 

a)AUB = {l,^3,4} AflB^{2,3} b) AU B - { -1, -2, -4, -5, -6 } Af[B = {'2,-4} 

c ) AU B = { O, X, 3 > AflQ = { > d) aU B - { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 3 } Afl B = { > 

e) AU B = { -If If 2, 4j 6 } AflB*{0> f) AlJ B = { ^ k 4 ' ^ 10 ' A H B = { 4, 8 } 
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UN I DAD I Funciones Fteales 


CAPITULO 1 


Estudio de las funciones 


1.9 Union e interseccion de Intervalos 

Como los intervales son conjuntos niimericos es posible real tear operaciones de union e 
interseccion de intervalos, ^ 


1, (-«,3i nd,+»)=ci,3] 

2. H +«)n(-V 2] “{-4,2] 







-gj 


■hcc 


3, [ 2 , +=o ) H ( y ) " [2, ) 





+rCi 


4. (-®, -4] U (2, +«>) 



5. [-3, +<=) n 12, +*>) = [2, +*) _^3 

I 

■4 - 

6, (-i) n [-i,+°o - [-i, i) _5 


ACT1VIDADES PARA RESOLVER 

1. - Represents sobre Is recta real cada uno de las siguientes intervalos 

a) A = [-2, 0) b) 0 = (-1, +*>) c) C = [3, 0) d) D = [ 1 , + <*,) e) E = (-2, +* ) 

f) F = {1/2, +<») g) G = W, 1] h) H = (-», 3 ) i ) I - (’2, 3) j) ] - [-3, 2] 

2 . - Expresa en nofcad6n de conjunto cada uno de los Intervalos anteriores. 

3. - $e dan los siguientes conjuntos A = {1, 2 r 3 } 8 - {2 r 3, 4 } C = {a, b f t } D = { } 

E = { b > F = {xeN/ 2 £ x £ 5 } hallar; 

a) AflB b) AlJ B c)BflC d)Dp|A e)Cf|E f) Ff| B g)Fl)A h) FUA i) Efl D 
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UNIDAD I Fundones Reales 


capitulo x 


Estudio de las fundones 


4. - Se dan lossigulentes intervales A = (-*, 3] B = [4 P +») P - H, +cc ) Q - t 2 ' " l " x> ) 

M = (-® # 3) N - (1, +“5) L - -I) S = (-oo, -2] C - [-2* 2] D = [-1, -2] 

E = [ 2 , 4 ) F = ( 3 P 6 ) G«[- 3 ,l) H = [- 1 , 2 ] I = [- 4 , 2 ) K = (- 1 , S) 

Hallar; a) Afl B b) AUB c) Pfl Q d) Mi ] N e) Lfl 5 

f)Cf]D g) EflF h)GriH i) in K 

5 , - Express en forma de conjunto y en forma de intervals? la solucion de cada una de las 
inecuaclones y represents sobre la recta real el intervalo de solucion. 

a) x -1 > 0 b) x + 2 > 0 c) 3x -1 > 0 d) - ^0 e)2-x^0 

g) — £0 h)l-x ! *0 0x*-9iO j) 1 + ^20 

x + 3 ' z 



1.10 Representation grafica de fundones. Dominio y range 
de /a funtion. 

In idem os d estudio de !a representation grafica de fundones con un conjunto de actividades. 
Representor graficamente los pantos en el piano usando papal cuodricuiado o milirmtradQ. 


AC- 2 , 1 ) 

B(0,-2) 

C(-3, -1) 

D(-l, 3) E(-3, 0) 

Kl, 1 ) 

<3(0, 2) 


H{0,-4) 

I(-l, 1 ) 

3(5, 2 ) 

K(-l, -2) U-2, 0) 

M(-3, -5) 

N(0, -7) 


0{-3, -A) 

H % - 2 ) 

R(2, -4) 

S(l/2, -3) T(S, -2) 

U( 0 , 6 ) 

V(-l, 5) 


W( 3/2, 3) 

X{7, -19) 

Y{-4, -4) 

Z(\fr 4) 





Criterias de fa recta vertical y horizontal 

• Criterio dc [a recta vertical .. , . 

No toda curva en el piano represents, el grafico de un funcion. Con el objeto de reconocer los 
curvas que corresponds a graficos de fundones se parte del siguiente criterio geomdtrico- 

Una cutva en el piano represent* el grafico de una funci6n si y solo si toda recta vertical 

carta a la airva como maxima en un punto. 
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UNIDAD I Funcion es Reales 


CAPTFULO 1 


Estudfo de fas fundones 


Es indudabfe que la veracidad de este criteria se fundamenta en el hecho de que si una recta 
vertical es eapaz de cortar a la curve dos veces, entonces el punto do la absclsa tendrla dos 


Recta vertical 




i 

\ 




v 

V 

3 tiorizi 

)ntal 

f 


] 



L 

\ Recta vertical 
xJL 

Recta horizontal. 


r\ 

.i \ 

X 

/ 1 X 

/ \ \ 

! » 


| F 


No represents fundon 
La recta vertical coita a 
la grades en mas de m 
punto 


Represents una fundon. 

No es inyectiva. 

La recta horizontal corta a la 
grafica en mas de un punto 
--- -- -J 


Representa una fundon. 
No es Inyectiva, La recta 
horizontal oorta a la 
grafica en dos puntos. 


* Criterio de la recta horizontal 

El criterio de la recta horizontal nos permite deducir en que memento una fundon es inyectiva, 
Para elki bastara conocer el sigufente criterio: 


Toda recta paralela al eje horizontal que corte a la grafica a Id mbs en un punto 
garantiza la inyectmdad de la fundon. 


Representation grafica de la fundon aftn 

Una functfn a fin es una funddn cuya grafica es una lines recta que no pasa por el orlgen, Esta 
funcion es de la fbmria y = mx + b, donde m representa la pendiente de la recta y b representa el 
punto donde la recta corta a I eje de ondenadas, 

Para graflcar una funcion affn debemos despejar y en la ecuadon para luego sustftuir valores de \ 
encontrando los correspondientes va lores de y, 

Ejemplos 


Graficar fa fundon f(x) = 2x - 3 y hallar el dominlo y d rango. 

Si hacemos f(x) - y nos queda que y = 2x - 3. Partfendo de aquf construimos una tabla de valorem 
sustituy endd los valores de x para ir determine ndo (os correspondientes va lores de y 


Y = f(x) = 2x ~ 3 


x = 0 y = f( 0 ) = 2.0 - 3 = 
x-2 ->y = f(2)= 2.2“ 3 = 
x ~ *1 y — f{-l) o 2,(-l) - 3 h 


Tabfa 
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UNIDAD I Fund ones Reales 


CAPITULO 1 


Estudio de las fundones 


Caractmsticas tie la grafica 

La grifica obfcenlda es una lines recta. 

El darninio es el eonjunto de todos los numeros reales R, Dom f = R « { f +®) 

El rang® es el canjunto de todos bs numeros reales R Rgcf.= R = (, +») 

Observation: cuando la funcion esta definlda en un inteFvalo, la grafica es una semi-recta o un 
segmento- 

En el caso de estar definida come f: [0, 2]-► [-3 ,1] estamos en presenda de un segments 

de recta. 


Como determiner fas intersecciones con los ejes 


Para determinar la intersection con el eje x se haoe y - 0 
Para determinar Ta intersection con el eje y se hace x = 0 


Ejemplo: oonsWeremos la expresldn slgulente: 3y - 6x + 12 



Al Eocalizar la Intersection y trazar la grafica 
se observe la figura de la denecha, la cual es 
una recta. 

Esta fundon es inyectiv^ ya que toda recta 
horizontal corta la grafica en un sofo punto, 

La fundon lineal es sobreyectiva porque toda 
recta horizontal cotta a la grafica. 

La funcl6n affn es inyectiva y sobreyectlva y 
como consecuenda sera biyeCJva 



Ifi 






















UNIDAD 1 Fundones Reales 


CAPITULO 1 


Estudio de las fundones 


La fundon lineal o de propardon alidad directs, es una fundon de la forma y - mx, donde m 
represents la constants de proportional Ida d, 

La grafica de esta funcion es una recta que pass por el orfgen de coordenadas y su pendiente es la 
constants de proporcionaiidad m. 

Si m > 0 la recta pasa por el primer y tercer cuadrante y la funcion es creciente. 

Si m < 0 la recta pasa por el segundo y cuarto cuadrante y la funcio n es decredente. 

SI m = 1 Ja grafica es la bisectriz del primer y tercer cuadrante. 

SI m = -1 es la bisectriz del prlmero y cuarto cuadrante. 



Una fundon afin se escribe y = mx + b 

Una funcion lineal se escribe y = mx 

Una funcion constante se escribe y = b- Su grafica 
es una recta para Ida a I eje de las X trazada por el 
punto (0 , b) sfendo el valor b la ordenada en d 
orfgen* 

La funcion constants no es fnyectiva, ya quo si 

se toman dos va lores distintos del dominio tienen la 
misma imager. 



ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


1.- Haz Ja grafica de cada 
constantes. 

una de fas sigulentes fundones, indicando s] 

son lineales, afines o 

a) y = 2x 4 3 

b) y = 2x 

<0 y = -2 

d) y - i v + 3 

2 

e) y - -2x + 1 

„ i 

f)r-~x 

g) 3y + 2x = 10 

h) 2x - 3y = 6 

'-D 

IE 

J)Y - -3 - 2x 

k)y = Z 

0 y = -x 4 1 


Representation grafica de la funcion vafor absolute 

Anallcemos ahora una funcion no lineal, es dectr, una fundbn cuya grafica no es una recta. 

Una de las fundones no lineales lo constftuye la fundon valor absolute f(x) s ! x 

Para grafica r la fundon valor absolute debemos recorder fa defjnidon da da asr: 



'X Si * < 0 

Esta definition nos indica que la grafica de la fundon valor absolute debe construirse partiendo de 
las graficas de las fundones lineales. 


f(x) = X Si X > 0 y f(K> = -x si x < 0 
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UNI DAD 1 Fund ones Reales 


CAP IT U LO 1 


Estudio de las funclones 


Para construtr la tabla debemos selections r valorem de x m snores que tero y va lores de x may ores 
que cero. 

Tabla 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

|y 

2 

1 

0 

1 

i 2 



observation es 


El dominro es el .conjunto de todos Ids 
numeros reales. 

Dom f = R - ( -i-o , + co ) 

El ran go es el conjunto de todos los 
numeros reales dcsde cero hastg mas 
Infinite 

Rgo f=[O f +^)-{y/y>0} 

La funrion valor absolute no es 
inyectlva, ya que urr par de elementos 
distlntos del dominio tienen la mlsma 
imagen. Una recta horizontal, paraiefa 
a I eje x co rta a la gr^fica en dos puntos. 

No os sobrcyectEvit pcrquc los 
numenos reales que son negatives no 
estan en el rango de la fundorv 


COmo hemos observado, la funcfon no es biyecti'va, 


Es postble hater restrlcriones en el dominio de la funtion para lograr que ella sea biyectiva. 
La fbncldn la hacemos blyettlva si restringimosel dominlo de la manera siguiente: 


□om fs[0, +»)ctamblen Dom f = , 0] 


A CTJVIDADES PARA RESOL VER 


1,- Para tada una de las fun clones dadas a continuation: a) tonstruir la grafica de la funtion b) 
hallar el dominio y el range c) establecer el interval en el dominio que hate que ditha funtion sea 
biyectiva. 


f(x} = | x | - 2 

b) f(y) = •] x : +1 

c) f(*) = -|x] + l 

d) f(x) = |x-i| 

f(x) — x-2| 

f) f(x> = | X +1 ] 

g) f{x) = - |3x - 4 | 

h) f(x) = | x + 4 
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UN I PAD I Fund ones Rea les 


CAPfTULO 1 


Estudio de Fits funaones 


2.- A continuation se dan graflcas de fundones. Determrnar el domfnio y el range, Oasificarlas 



Representation grafted de fa funtion parte entera. 

La fund6n parte enters o mSxtmo entero se denota como f(x> - [ x ] e tndlca el maxlmo entera 
menor o Fguaf que x- 

f{ x ) = n para n ^ x < n + 1 
f(x) = [-3]^-3i)t<-2 
flx)«[-2]«-2sx<-l 
f( X ) ^ [ -1 ] => -1 £ x < 0 
f(x)^[0]=>osx< i 
f(x)-[l]^l£X<2 
f(x) = [-5]=>-5£X<-4 
f(x) = [-4]=>^£x<-3 


Nofcese qua la graftca esta constituida 
par un conjunto de segmented de recta, 
En cada uno de Jos segmentos de recta 
esta induido el punto extreme de la 
izquterda, extluyendose, el de la 
dereeba. 

Dam f - R Rgo f » z 

A1 sustftuir a x par cualquier numero 
real, ffr) es un entero. 



Representation graftca de fa fun cion cuadratica 


Una funcl 6 n cuadratica es una funcEon de la forma f(» - ax 1 + bx + c con a, b y c numeros 
neales ya^O, 

Son fundones cuad Habeas las sigutentes: 

a)f{x) = x 2 + 2x+ 3 b) f(x) = -x 3 + 2x + 3 C)f(x) = 2x 2 + 4x™ 6 

d) f(x) = 2X 3 + 7x + 3 e) f(x) = ~2x 2 + 4x + 6 f) f(x) = 2x 2 - 82x + 720 

La representation graflca de una fundbn cuadratica y - ax 3 + bx + ces una parabola, en la cual 
sueten presentarse las siguientes casos: 

SI a > 0 ta parabola abre hada arriba y el vertice es un mini mo 
Si a < 0 la parabola abre hada abajo y el vertice es un m&xlmo 
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UNI DAD I F unci ones Reales 


CAPITULO 1 


Estudio de las fundones 


El stgno dei discrim inante de la ecuacion de segundo grado A= fr* - 4ac determfna las puntos de 
carte con I os ejes asii 


Si b 1 - 4ac > 0 existen dos puntos donde la parabola torta al eje de las abscisas. Flgura 1 

Si b 2 - 4ac = 0 existe un panto donde la parabola es secante al eje de abscisas, es dedr, corta a I 
eje de abscisas en un punto. Flgura 2 

SI b* - 4ac < 0 no existen puntos donde la parabola corte al eje de abscisas. Figura 3 



£1 dominlo de una funcfon cuadrattca es eE tonjunto de los ntimeros reales R, Esto se explfca 
porque todo numero real puede ser sustituido par x y e! valor correspondiente de y sera tambien 
un numero real. 

El rango de la funcian cuadr^tica sera un subconjunto de los numeros reales. 

Ho es fnyecti'va ni sabreyectiva. i por que ?. 

Para representor graflcamente la funcldn cuadratica y = ax* + bx + c debemos encontrar: 

El eje de la parabola, llamado eje de simetria, es la recta de ecuaddn x = -^ - Toda 

LiU 

parabola que abre bada arriba o bacia abajo, tendra un eje de simetria que es una recta vertical 
que pasa par el vertice. 

, # . , . f -b 4ac-b 2 \ 

El vertrce, que es el punto V ^ —, —■ ■ — ) 

La abscisa del vert ice es x = - b/2a , La ordenada del vertice la eneontramos sustituyendo el valor 
de x en la expresion y - x 2 + bx + c. 

El punto de corte con el eje y se obtiene haciendo x = 0 

El punto de corte con el eje x se obtiene haciendo y - 0 y resolviendo la ecuacidn de segundo 

grado, ^ = >■ 

. b- - 4 

Ejempto . _ ^ 

Representor graficamente la funcion f(x) = x 2 - 4x + 3 y ha liar el doming 

Como a = 1 > 0 entonces la parabola abre hacia arriba, indicandonos que bene un extrema 
minima. 


El eje de !a parabola viene dado por la recta de ecuacion x = — 


±j) 

2.1 



Determinemos el vertice vf , ^ aC , ) h v( 2 , 

^ 2a 4a 1 x 


-16 + 4.L3 

4.1 


) =V(2,.l) 
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UNIDAD 1 Fundones Reales 


CAPlTULO 1 


Estudio de las fdndones 


Tambien puede encontrarse la ordenada del vertiee sustituyendo el valor de x = 2 en la expresion 
, siguiente y - x 1 - 4x + 3 


y - 4 — 8 + 3 i=>y = -l 


Los puntos de carte con el eje y 

Hacemos x = 0 en y = x z - 4x + 3, quedandonos que y = 3 

Para encontrar Ids puntos de eorte con el eje x debemas evaluar b 1 - 4ac 

b J - 4ac = 16 - 4.1.3 = 16^12 = 4>0 

b 3 4 - 4ac > 0. Esto nos indica que Ja parabola eorta al eje x en dos puntos 
Hagamos y ■* 0 en y = x 1 - 4x + 3, quedandonos que x ? — 4x + 3 = Q 
Resolvientfo fa ecuacfdn par factorlzacfort se tfene que 

x = 3 

x 2 - 4x + 3 ■= 0 i=t>{x - 3 )(x - 1) - 0 i o 


1 


Constniyamos una tabla de valorem dandole va lores de x a la derecha y a la izqu tends de x = 2 



Al observer la graffca que es una parabola 
podemos dames cuenta de lo sigutente: 

Dorn f = R 
Rgo f = [-1, ® ] 

l a funcidn no es inyectiva ponque toda 
recta horizontal cotta a la grafica en dos 

puntos. 

Para hacerla inyectiva es necesarte restrlngir 
el domlnio en ei fntenralo [2,4ao) o en.el 
intervalo {-ao , 2]. 

Es sobreyectiva cuando esta definite en el 
range [-1, +®) 




Observaciones 


Al graficar las funtiones cuadraticas se deben tener presente los aspectos siguientes: 

1.- Ver hacia donde abre la parabola de aoterdo a I signo de a (coefciente de la variable x*) 

2r La determination del eje de sfmetria (eje de la parabola). 

3. - Las coondenadas del vertlce. 

4. * El punto de corte con el eje y. 

5c La utilization del eje de slmetria, oomo guia para selecclonar Eos vatores de x, tanto a fa 
izquierda como a la derecha del eje. 
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UNIDAD I Funciortes Reales 


CAPIJULO 1 


Estudio de las funciones 



1. - Hallar el raumero de puntos de corte con el eje x qde tienen las siguientss parabolas: 

a) y = 2 k 2 -x + 3 + l c)y-3x z -7x-3 d) x 3 4- x + I 

2. - En cada una de las funciones cuadr^ticas dadas: a) encontrar el eje de sltnetria b) encontrar el 

punto de corbe con el eje y c) obtener el vertice d) encontrar los puntos de corte con el eje x e) 
consfrulr la grafica de la funcion e) partiendo de la grafica detenminar ef dominio y el rango. 

a) y - x 2 b) y " -x 1 e) y = 25 - x 2 d) y = -x 2 + 2x + 3 e) y - 3x 2 - 6x + 2 

f) y = -2x 2 - 9x g) y - x 2 - 4 h) y - -x 2 + 6x - 9 i) y = x 2 - 4x + 5 j) y - 4X 2 + 4x + 1 

k) y = -x 2 + 4 y - x 2 “ 3 m) y = -x 2 + 6x - 7 n) y = -2x 2 + Gx - 4 

3. - Una funcion cuadratica tiene una expreslon de la forma y = x f - + ax + a y pasa por el puntc 

Calcula el valor de a. R: a = 4 

4. - Una funcion cuadritica de ecuadon y j* ax 2 h bx + c pasa por los puntos (1 , 1), (0,0), 

(-1 , 1), CaEcular los valores de a, b y c. R: a - 1, b - 0, c = D 

Determinacidn del dominio de expresiones algebraicas, 

Muestra funcion consists en determlnar aqueibs valores para ios cuaies la ftjnddn no esta definida, 
con el objeto de exdulrla de! dominio. 


Ejemplo 1 Dada la fundon y = hallar el dominio y eE rango de la funcion. 

La rafz cuadrada de un numero real exists unicamente si este es mayor o Igual a cero f es decir, 
cuando fa cantidad subrad tea I es no negative. 

De acuerdo a esto la cantidad sub rad leal debe ser mayor o igual a oero, pudiendose escribir asf: 

x “ 1 * 0 x £ 1 «=> Dorn f = {1 , + W ] 

Como Jx -1 ^ 0 para todo x g Dam f, ententes Rgo f = [ 0 , +■ »] 


Determinemos la grafica de y = f(xj = Vx-1 


X 

1 

2 

5 

10 117 

Y 

0 

1 

2 

3 |4 



Dorn f = [ 1, + »] 

Rgo f = [ 0 , + « ] 
f:[l, + »] -► [ 0 , + 00 ] 


La funcion definida de esta manera es inyeetiva, ya que toda recta horizontal paralela a I eje x 
cotta a la grafica de la funcion en un soto punto. 

Es sobreyectiva, porque todo elements del rango es imagen. 

Como consecuencfa de las dos condiclones anteriores dedmos que la funcion es biyectiva, 
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UNIDAD X Funciortes Reales 


CAPXTULO 1 


Estudio de las fu adores 


Ejempla2 

x +1 

Dada [a fundon g(x) - -—- haflar dominio de g. 
j x - 6 

Para hallar el Dom g, deben ser descartados todos los numeros x que an mien el denomlnador. 
3x - 6 = 0 r= > 3k = 6 x - | =C> x - 2 

Luego el dammio de g esta constltuido per todos los reales excepto el 2 
Domg = R-{2} = (-»^) U (2 , +<* ) 


Ejemplo 3 

8 

Dada la fundon f{x) = - —. Hallarel dominio de f P 

Por un lade debemos desea rtar los valones que anulan ef denominador, para b cuaf haoemos esa 
expresion Igual a cera Vx +- 2 "3 = 0 

Jx + 2 “3 = 0 r-T— > JxJl - 3 r— T> x +2 =9 - > X = 7 

Por otro lado debe cumplirse tambiea que x + 2 £ 0 * ' ^ x z -2 * 1 ^ x g [ -2 , ] 

Luego el Dom f =* [-2 , -f m ] - { 7 } 


Ejemplo 4 

Dade la fundon g[x) = A-x 2 , determiner el domlnfo de fafundon, 

Debe cumplirse que 4 - x* > 0 i-> 4 > y? i > x 2 < 4 

1 ^ jx| ^ 2 (porque |x| = xj 

' ^ -2 < x < 2 (5x! <a —-a < x £ a) 

Luego xe[-2, 2] dedonde se deduce que Dom g = [-2, 2 J 
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UIMXDAD I Fundones Reales 


CAPITULO 1 


Estudio de tas fundones 


A CTiyiDA DES PARA RESOL VER 


i 


1.- Ca leu tar el dominio de las siguientes fun clones: 

l 


a) I(x) - Vx - 9 
R: [% +» 1 


b) m = 


/x' 


; 2 - 4 -2 

R: (- « r -Z] U [2, ] 


c) h(x) = 


d) f{x)- 


V3x-5 


J&-X-2 ' X-2 

R: <- 9] -< 5 > R: [5/3, 2) U(2, +=0 


e)f{x) = V2x-6 f) h(x) = -v4-x-3 g)f{x) = —= + 5 h ) f ( x )“ 

R:[3, +«) R: (■«, 4] R: (■«, 2 ) R: ,-1)U [1,+« ) 


i) g(x)=vl6-x* 
r: 14, 4] 


j) f{x) * -/(x + 1X3 - x) k) g(x) = 0 g(x) = Vzx -l 

X + 1 


x -1 


R: ft - { -1 } R: [-,+ «) 


m ) g(x) = v’x + 2 - 3 n) f(x) - 
R:[-2, +aoJ 


R: [-1,3] 

Z:<+1 o) — l —- Wx-2 p) f(x) - W^-x* 


x-1 
R: R-{ 1} 


x-I - - —' 

R: [2, +*>) R: (1 , 2](-& t 1)U {l , *■& } 


/feprese/7fec/(£?/7 graffca de fa fundon rah cuadrada 

Una fundon radical o fundon raiz cuadrada es una fundon que contfene rafces de variables. 
Los ejemplos siguientes re presents n fundones radlcales: 


f(x) = V’x f(x) = -V x - 3 


q{*) = 


Vx + 5 

A -3 



g(x) = -hdx 


En nuestro case particular las ejcpresiones de-bap dal slgno radical deben ser tineales. 

Ejemplo 

Consrderenncis la fundon defimda corno f(x) - Vx + 3 


a) tCual es el dominio?, b) Graficar la fundon c) Determiner el, range. 
Soludon 


El dominio lo determ inamos encontrando I os va lores que hacen la cantidad subradical mayor o iguat 
a cero. 

X + 3 & 0 i • ■ - ; >x ^ -3 1 > Dorn f = [-3 , +<&) 


La graflca de la fundon se muestra a la rierocha. 

Como puede observarse en la grafica, el rango es el conjunto 
[0 f +*>). 



26 







































UNI DAD I Funciones Reaies 


CAPITULO 1 


Estudio de las funciones 


ACTIVIDADES PARA RESOL WER 


i 


1.- Calcutar el dominlo de las siguientes funciones: 

1 


a) I(x) = *Jx-9 
R: [% +* ] 


b) m = 


Vx z -4-2 


(- r -2] U [ 2 , +CC ] 


c) h(x) = - - 
; V&-X-2 

R: (-* f 9]~£5} 


d) f(x) = 


v ; 3x - 5 


x-2 

R- [5/3, 2) U<2, +«) 


e) f00 = v 
ft:[3, +*) 


= V2x - 6 f) h£x) --v''4"X -3 g) f(x) - —= + 5 h) f(x) = 

R: {-°o , -1)U [1, ) 


R; {■», 4] 


v'2 - x 
R- ( -«, 2 ) 


t) g(x) = Vl6-X z 
R: K 4] 

m) g(x) = *w f x + 2 - 3 
R:[-2, +®J 


3) ,f(x) = h + DP-X) k) g(x) = f “ 0 gfx) = VaTT 


R: [-1,3] R; R - { -1} R: [-,+ ») 

i L':l o) -^ t + -,'X T 2 p) f(x) =-i=-+-A-x i 
X“1 x-1 VsTl 


n) f{x) — 


R: R~{ 1} R: [2 , +» ) R; £1 , 2](1JU (!,+«} 


Re presen ta do n graft'd* de fa fundon rad cuadrada 

Una fundon radical o funcion raiz cuadrada es una fundon que contiene rafces de variables. 
Losejemplos siguientes re presents n funciones radioales: 

1 

f d) -4x f(x) = -Vx*3 g(x) = -' h(x) = ^y^“ g(x) - 

En nuestro caso particular las expresses de-bajo del signo radical deben ser tineales. 

Ejemplo 

Consfderemos la funcion definida corno f(x) = Vx + 3 


a) iCual es el domfnio?, b) Graficar la fundon c) Determiner ei range* 

Sotaddn 


El dominlo Jo determi names encontrando I os va fores que hacen la cantidad subradical mayor o iguat 
a core. 

)( + ] i D i—— Dom f = [-3 ,+<») 


La grafica de la fundon se muestra a la cferecha. 

Como puede observe rse en la grafica, el rango es el conjunto 
[0 r +<* )■ 
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UNI DAD I Fund ones Reales 


CAPITULO I 


Estudio de (as funcfones 


Fun clones definidas a trazos o en Intervales 

Las funclones definidas en Intervales o a trazos son aquelias en las cuales fa obtencl6n de fas 
imageries varran de acuerdo al interval del eje x que se este utilizando, Elias se caradtenzan 
porque torttienen varies expresses atgebraicas. La expresidn analftica no es unlca, sino que 
depende del valor de la variable inctependiente., 

Para determ Ira r su dotnfnlo es precise urtir los dife rentes subconjuntos para los cuafes esEa 
definida. 


Fjemplo 1 


Sea la fimefdn definfda asi: f(x) ^ < 


x 2 si x <, 0 
X + 1 si 0 < x <5 
-3 si S£x 


De atuerdo a la expresitin dada notamos que la fundon posee tres frames y enfre los tres cubreo 
comptetamente et conjunto de los numeros reales, Esto nos indica que su do minis es el eon] unto 
de los numeros reales R = (-*,+ ) 

Dorn f = R Rgo f = [0 , +® ) U {-3} 



La graflta contfene una semi-parabola 
entre-co yceno 

Luego tiene una recta enfre 0 y 5. 

Finalmente una recta entre 5 y+« 

* 
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UN IDA DI Fund ones. Rea les 


CAPFTULD 1 


Estudio de [as fundones 


Ejemplo 2 

Dos puntos O y P estira separation una dfstanda de 1 Km. ( 1000 m ). El m6vil sale desde O y se 
dilige hada P y tarda 15 minutes en llegar a el, pemnaneelendo en este 25 minutes y flnalmente 
empteando 20 rritnutos en regresar. 



La recta que une los puntos O y P 
corresponds a una fundon lineal de la 
forma y = mx. 

Al ser (a fundon 1000 ~ m 15 se 
tendra que el valor ealculado en la 
pendfente es: 

1000 zoo 

m = —— = —, luego !a fundfin es 


400- 


200- 


min 


En la gr^ffca mostrada puede ob&ervarse la dlstanda desde el punto A a I punto B y luego su 
regreso al punto de partida en fundon del tempo trangc urrldo, 

Enoontmr la expresion algebra ica H 


1000 


m 


803- 


600 


La recta que uine los puntos P y q corresponds a una funclon constants, que tiene por ecuadon la 
expresidn y = 1000. 

La recta que une los puntos Q y R e$ la graftca de una funclon afin del tlpo y = mx + b. Al lograr 
que las coordenadas de los puntos citados cumplan la expresi6n de funcidn se obdene el slstema: 


f 1000 » mAO + , f 1000 =* m,40 + b | f m - -50 

I o = m,50 + b [ 1000 = -20 l b = 3000 

La fundon que une los puntos Q y R tiene por ecuadon y = -50x + 3000 

La expreslon que describe el raovimiento del movfl A haste regresar vierte dada por la expreslon 
slguiente; 

f 200 

-^-x si 0 <x < 15 


1000 si 15 s x < 40 

-50x + 3000 si 40 £ x < 60 
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U NID AD I Fu n do n es Rea I es 


CAPITULO 1 


Estudio de (as funciones 



Er> cada uno de Eos ejerdrios trazar la grafica de la funcion y determinar su dominio y range. 


a) f(x) =. 


f 3x - 6 si x ^ 1 

y“ 

2 51 X < -2 

b) f(x) = < 

-x si -2 < x < 2 c) g(x) = -< 

1 “X Si X > 1 

-2 si x > 2 

L 

v | 

Vi 


Sf 0 £ x < 4 
sJ A < x £ 6 


d) f(x) -1 


x 2 si x < -1 
2 si x - 1 
x + 1 si x > 3 


ej 




-2x + 3 si x < -3 
2 sf “3 ^ x ^ -1 
x + 5 si x > 1 


f) h(x)= 


f - 4 si ** 3 

I -2 si X = 3 


g) f(x) = 


y* - 

2x - 3 si. x < 1 
< *1 si 1 < x < 4 
x - 2 si > 4 


h)f(x) = 



si x s 0 
si x > 0 


r x + I si x < -1 
i) g(x) = J 0 si -1 ^ x ^ 1 
L i - x si x > 1 


J) 




Vx -2 si 2 < x < 6 
lx - 2| - 2 sf x < 2 


k) 


g(*) = 


x 2 - 3x + 2 
x + 1 
S 


si x js -5 
si -5 < x < 2 
si x > 2 


grafica de funciones racfonafes 

Una fund on rational es una funcron que es el codente de dD$ polinomios p(x)/q(x) con q(x) # 0 

| 4-Q v^ 

Son funciones rationales las sigufentes: f(x) - ^ f(x) - ——— f(x) ■*- 

x x "i" 3 x ■■ 4 

El dominio de este tlpo de funciones esta constituldo por aquellos vefores reales que no anyfen el 
denomination 

Dom f (x) = { x € R/ q£x) * 0 > 


Ejemplo Representemos graf learn ente- la funcion dada por: f (x) - -—- 

Solution 

Detoenws determiner prirmero el dominio de fa funcron, con el objeto de conocer el conjunto de 
valores que debemos darle a x, 

Este topo de funcion no esta definida cuando el denominador es igual a cero, por Jo que debe 
cumplirse que x - 1 > 0, 

X - 1 > 0 x > L Luego Dom f = (l jr -Ho) = R- {l} 
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UN I DAD I Fun dories ReaEes 


capitulo i 


Estudb de las funciones 



TAB LA 


X 

5 

2 

3/2 

1/2 

-1 

5/2 

y 

I i/4 

1 

2 

“2 

-1/2 

\m_ 


En Ea grata puede obsetvarse que 
para valores de * tenranos 1 por (a 
IzquEenda la funcbn Coma valores 
muy grantfes negatives. 




??• 


Para va lores de x cercanos 1 por la 
derecha la fundon toma valores muy 
grandes positives, 

En estas conditioner se dice que en 
x = 1 hay una asintota. 

La recta x = 1 es 

vertical. 

Hay una asfntota horlzt ;n la 

recta y - 0 

: } ■ 

" . ■ ; 


una asfntota 



Puede observarse entonces que para trazar Ip grata se deben trazar primero las 
asintotas, despues se senafan los puntos de corte con Eos ejes y los puntos 
intermedios, obtenl^ndose la grafica observada en la fig Lira anterior. 

El range de la fundon viene dado asf: Rgo f - {-as ,0}Ll{D,+aa}=?R-{0} 


La fundon anterior, definida como f: R - { 1 } ’->R - { G } r es Inyectfva ponque cada par de 

elementos diferentes del domlnlo tienen Imagenes dEferentes en el rango. Toda recta paralela al e^e 
horizontal corta a fa representation grafica de la fundon en un sob punto (lnyectividad ) 

La funcion es sobreyectiva porque el rango est3 todo cubierto. Toda recta paralela al eje 
horizontal oorta a la representation grafica de la fundon ( sobreyectividad ). 

Es biyectiva por ser inyectiva y sobreyectiva. 


A CTIVIDADES PARA RESOL VER 



Represents gratamente las siguientes funtiones y determine el dominio y el rango. 


a) 

™-*l 3 

b > f M = x-2 

c) g(x) - 

x x 

> i 

d) 

l, -i - 5 

h(x) = -=- 

x - 2 

e) 


X T’ 4 

g) h{x) - 

2x-4 
x + 4 

h) 

t . V3x-5 

9(X) = — 
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UNIPAD I Fun Clones Rea fes 


CAFITULO1 


Estudio de 3as flinciones 


Respue si; as: a) R - {-3} b) R - { 2 > 
e)R-{l> f)R-{-2> 


3 R-{2} d)R-<2> 

9)R-{-4> [5/3,2] □ (2, + ») 


1.11 Estudio de la funcion in versa 





Observerrtos detenidamente las representsciones sagitales mostradas a 

A 



continuacfon: 


La funcion f; A - ► 8 representada em e! diagrams ( 1 ) es una funcion sobreyertiva pero no 

esjnyecfciva, Notese, que dos elementos distintos en el dominie tienen la misma imagen en el 
rango. Todo esto nos indica que la funcion no es biyectiva. 

En el diagrama ( 3 ) hemos camhiado a una relacibn de B en A. Memos intercamblado dominlo y 
rango con respecto al diagrama ( l )< Este diagrams ( 3 ) no represents una funcion, pgrque ei 
elemento A del dominlo tiene dos imageries dye. Esto contradfce la definition de funtiam 

Como puede notarse no es posible obtener una funcion f: B —— ► A. 

En el diagrams ( 2 ) se tiene una funcion que es InyettEva y scbreyectiva y como conseeuenda sera 
biyectiva, 

Sf en el diagrama ( 4 ) intentamos obtener una relacfon de B en A nos encontramos que g: B—► A 
es una funcion, 

Esta funcion obtenida asf se llama funddn in versa, denote ndose como g' 1 ; B —— ^a 
E l dominlo de g se transfoima en el rango de g" 1 y el rango de g se transforma en el dominio de g' 1 


1 — 

- ►O 

r‘(i)= o 

2 — 

— ► n 

f 1 ( 2 ) = n 

3 — 

— ► P 

f‘(3)= p 

A — 

— F-q 



Como puede notarse, una funcion f: A -► B tiene in versa si cumpEe con la condition de ser 

biyectiva (inyectiva y sobreyectiva ), 

En genemi dedmos: 


Una funcion ffx) tiene inversa, f " l (x) T sf y solo sf f(x) es una funcion biyectiva 
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UNIDAD I Fun clones Reales 


CAPITULO 1 


Estudfo de las funclones 


Observemos las slgutenbes funciones 





ObservaCTOnes 


Para qua urta grafica represente una funcidn blyectiva deben cumpllrse das condicfones: 

La prueba de Ja recta vertical, en la cual toda recta vertical qua eorte a la grafica debe hacerio 
en un solo puiito (eondlddn para ser fund6n ). 

La prueba de la recta horizontal, en la cual toda recta horizontal debe collar a la grafica en no 
mas de un punto (condfdon para ser biyectfva). 


Canto determinar nnaliticamertte !a fundan inverse 

Para determinar la expneslon que define a una fdndon in versa debernos realizar los sigu rentes 
pasos: 

1, Comprobar que la funcldn es biyectfva, 

2. IntercambEar las variables * par y y y por x 

3, Se despeja y en la eouadon. La ecuaclon que resulta es la functon inverse 

4. Se Intercamblan el oonjunto de partida y el de llegada. 
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UN I DAD I Fund ones Reales 


CAprruLo i 


Estudio de las fimtiones 


Ejemplo 1 

Dada la flindon y = 4x + 2 r determrnennos la funcion Inversa y graffquemos ffr) y f 

Solution 

La funcion afin sabemos que es biyectiva, tal como fue estudrado anteriormente, Esto nos indica 
que dtcha fund6n tlene Jnversa, 

Intencambtemos las variables, quedandonos que x = 4y + 2- 
Si despejarnos y cfe la expresion anterior nos queda que: 


x “ 2 ~ 4y 


V = 


x-2 

4 


y = f \x) 


x-2 

4 



Grafjquemos f(x) y f }(x) sobre el mlsino eje de coordenadas, con el objeto de observer Las 
caracterfeticas de ambas graficas. 


fifx) = 4x + 2 


f \x) 



0 

-1 

Kxi_ 

2 

-2 


x-2 

4 


Tabla de f n (x) 


X 

2 

e 


0 

l 


Ejemplo 2 

Dada la funcion F: [0 # +o& ] - p [4 1 +«■ ] definida como f(x) = x ? - 4 determiner la funcion 

inverse y graficar f{x) y f ^(x). 

Solution 

Sabemos que la representation grafica de una funcion cuadratica es una parabola. Esta grafica 
corresponds a una flinddn que no es inyectiva H es sobreyectiva y, por lo tanto no es biyectiva y 
como oonsecuencia no bene Inversa, 

La funcion oonsiderada tiene una restriction en el dominio que la hace bfyectiva y por lo tento en 
estes condiciones tendrfa inversa. 

Constrtilrnos una tabla que nos permite darle valores a x dentro del dominio 


Tabla para ffop ^-4 


X 

0 

1 

3 

2 


•4 

-3 

5 

0 


Determi nemos la coordenada x del vertice 
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UNIDAD I Fundones Reales 


CAPlTULO 1 


Estudlo de las fijneiones 


S3 sustituinnos x = 0eny = x*-4 entonces y - 4, Euego el vertice sena V (0 , -4) 
Como el coeffciente de x 2 es a > 0 la parabola abre bacia arriba 


Determine rrcos ios Puntos de corte con los ejes 


Hagamos x 3 - 4 = 0 l x 3 ~ 4 - 1 x - ± Z 

Luego usamos x = 2 como el punto donde la semi-parSbola corta □! eje x 



= Vx + 4 


x*-4 


Observando la grafica y 
notamos qua: 

Dom f - [0 r +* } 

Rgo f = £“4 , +w ) 

Si intercambiamos las variables 




y* _ 4 r 

.*> x 4 4 = y‘ 


_. 

=> y 2 = x + 4 


-^ y -± -Jx + 4 

■ ■' -. 

" ■ • 


■■ 


Tabla paraf^x) = Vx + 4 Dornr j = H,+®) Rgo f' 1 = [D,+«} 


X 

0 1 ^ 

5 

iSiiLl 

2 | 0 

3 , 


Aqul ocjrre, r que las gr^flcas de f(x) y f n (x) son slmebricas respecto a la recta y = x r bisectrlz del 
primer cuadrante. 


Las grdflcas de dos fbnclones inverses fi(x) y f -1 (x) son siempre slmetricas respecto a la bisertriz 

del primer cuadrente__ 
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UNLOAD I Funciones Reales 


CAPimo 1 


Estudlo de las funciones 


Ejemplo 3 

Dada la funcibn y - x +2 encontrar la expresion analftica que represente fa funcibn inversa. 

Solucion 

Primero intercambiamos las variables, escribiendose que x - y' 3 ^ + 2 


x = y' 3/S + 


£> yW = x- 2 Z=> ±- = x-2^ 




x-2 


x-2 7 


£> 


(x-2) : 


= y 3 


•> v = ?| 


(x-2) ! 


•i y = ( — )K 
1 X-2 J 


£> y = (x-2) 


■5/3 



X,- Dada la funclon y = f(x) - i x + 3. Determiner ia inversa de dicha funcfbn. R: y = 4x - 12 

2. - Dada la funder y * 3x + 1, encuentra una expresidn que defina la funcfbn fnversa y haz las 

V - 1 

graffcas de ambas funciones, R: y = — 

3. - Dada fa funcfbn y = Vx para x > 0, encortrar una expresion que define la funcfbn fnversa y 
graflcar ambas funciones. R: y = x 2 


4.- Dado y = f(x) ~ VxTI, x > -i. Hallar f _1 (x) y graftcarffx) y f -1 (x) en d mlsmo eje. R: y = x 2 

S - Sea f: (0 r 4 -bo ) ► (-1, + *> j ta l que f(x)= x 2 - 1. Hallar la expresion de la funcibn Inversa 

y graflcar f(x)yf ' L (x), R; y = + yx + I 

SC "j 

6.- Sea y = f(x) - —*=-. Encuentra una expresion que defina a fa funcfbn inversa, R; y = 

X + Z l-x 


7.- USlizar fas graficas dadas para determrnar si la funcibn tiene Inversa. 























































UNI DAD I Fun crones Reales 


CAPITULO 1 


Estudlo de las funclones 





8.- Verifiesr en csda case si f(x) y g(x) son funclones Inversas, 
a) f(x> - x -1; g(x) = x + 1 b) f(x) - x?; g[x} = c) 

12 a 

d)f(x) = -x + -; g(x) = 3x-- e) f(x) = ^;g[x) = ^ 
g)y = x 3 -12; y = Ifc +12 h)y = x 1 +5; y= ^5 


f(x)= 5x + 4; g[x) = 


x-4 


f] f(*) - *:: + . v ; g£*) “ 5 K 


2x +1 


2x-1 


9.- En 

a 


i.- tn caaa una ae las runciones 
l)y = 2i/*-7 R: y = ~(x + 7) : 

= x S5 + l R:y = (x -if 


d)y 


■7/S 

x 2 -7 


f) f(x) = *j2x-i R: y = 
= x 3 + 2 R: y = 


H) g(x) 

j) m 




: 2 -4 


R:y 


= x 3 + 1 




. x" -*t 4 + y 

0 v= ^i r: Htt 


*)SM = 7777 *•‘ 2/3 R: y = '^rf 


a) fOO 
Df(*)=^ 

k) v = 4t7 

X^ +1 


= ^/x 3 -5 R; y 


: y = Vx. - 2 
1 


R: y = -— 
J l- x 

R: 




10.- Dada la funcldri f: R- — ► R tal que f(x) = x a + L Hallar: a) F ] ( 5 ) b) f 1 ( 4/3} 
c)f l ([i,5]) dir l ([l,4]). 

R; a) 2,-2 b) J5/3,-Js/3 c) [0,2] d) [0 , J3 1 


11.- Dada la fundon g(x)= [x| + 2 hallar: a) g _1 (9/4) b) g _1 (3) c) g l ([3 , 5]} 
R: a) 1/4, -1/4 b) 1 y -1 c) [5,7] 


12.- La funcidrt y = f(x} = |(x-32) transforma grados Fahrenheit x, en grados Celsius, y> 

9 

Determine la fundon inversa que cambla grados Celsius a grados Fahrenheit R: y - — x + 32 


13.- La fmeidn y = P(x) - ITx 2 se pueefe util tear para determinar el area,y, de un drculo de radio x. 
Determine la fundon inversa que da el radio cuando se conoce el area de un drculo. 


R: x = 
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UMIDADX Funciones Reales 


CAPfTULO 1 


Estudio de las fundones 


1.12 Estudfo de fa funtion exponential 

Recordemos antes algunas propiedades de la potendadan refendas tanto a exponentes enteros 
como a expooentes radonales. Debe tenerse presente que a>0 y b>0. 



[ 


i 


ACTIVIOAOES PARA RESOLVER 


1,- Haz uso de tu calouladora y realtea las operadones que se te pnesentan a conbnuacEon. 
a) -3,7.( 1,2 y 1 b) 0,1. ( 2,1 ) 3 - 5,7 c) 3,9 s + 3 d) + 3 1 ' 3 e) 2 3 + 1 


+ 2 


R; -0,044 

o (f)' 1 

Ri 3,5 

J) 3' 1 ' 5 R: 


R: 15,3 
g) Z' m + 2 
Ri 2,577 


2.- Encuentre en cada case el valor de A: 


R; 3,089 

h) ( 1 + 0,08 ) 


R: 3,146 

10 


R: 1,125 


f)0 +g) 13 


Ri 1,06.10 


LO 


R: 1,125.10 


is 


fc) 3’ 2 + ( | y 1 R: 28/9 


a) A = ( L+p ) kt para vatoresde r = 1 k = 365 t = 2 R:7,3689 

ft 

b) A = 10000 ( 1 + ) 72 c)A = P.a® para p » 100 fc = 0,10 t*7 a = 2 


R: 59172,23 


R: 162,45 


d) A ^f 1 + . 1 ) $2Sm 

A ^ 525600 } 

R; 2,7183 


e) A = h k' rt para h - 4,7; k = 2,1; r=- 0,018 t - 12 
R: 5,6169 


f) A=C + (T - C)2' kr para C = 45 T = 35 k - -2,1 t = 10 


R:“ 20971475 
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UN I DAD I Funclones Reales 


CAPITULO 1 


Estudio cfe las funclones 


Funtion exponential de base a 

Una ftinrion exponential es una funagn de la forma y - f(x) - a*, donde a es un numeric} real 
posltlvo dlstlnto de 1. De acuerdo a esto podemos escrlblr en simbofos lo sig if center 

Una fjncl6n de la forma y = f(x) - a* donde a > 0 y a * 1, es una funcion exponential, donde 

a es la base de fa funcion exponential. 


Son ejemplos de fundones exponential^: y = 2*, y - 5* , y = ( ^ )* y = ( ^ 

Debemos hacer noter que si a = 1, enforces a 1 se transforms en 1* = 1 y se tendna una funtion 
constants. Es dsta, la razon por la cual se Importe en la definition que a * 1 


Como graficar una funtion exponential 

Para graficar una funcion exponential se toman valores para x, determmando los correspondientes 
valores de y o f(x), para finalmente looalizar los punfos sabre un eje de coordenadas, 


EjempSo 1 

Grafiquemos la funcion exponential y = 2^. NOtese que a > 1 


TABLADEDATOS 


X 

4 

3 

2 

1 

0 

-1 

<L 

-3 

-4 

31 

> 

16 

8 

4 

2 

1 

0.5 

0,25 

0,125 

0.0625 




De la grafica podemos observer verbs 
aspectos; 

Cuando X aumenta { x — ► 
valores de y aumentan con 
mientras que cuando los vatones de * 
dtemlnuyen (x—-} los valores de y 
se acercan cada vez mSs a 0, En este 
caso se dice que el x es una 
asfntota horizontal. La funa6n es 
credenfe 

Por otro lado, no existen intersection^ 
con el eje x porque b x *■ 0 para cualquier 
valor dex. 

La intersection con el eje y es el punto 
(04) ya que tf = 1. 


:;2f 

— 


Como x puede ser cualquier numero real, el dominie de la funcion exponential es el canjunto de 
los numeros reales. Dam f = [-& r +a?) = R. 

La base de una funct6n exponential es siempre positiva. Esto nos indica que el valor que 
adquiere y o f(x) es siempre positive, Indicandonos que el range es el canjunto de las numeros 
reales positives. Rgo f - (0> +»] - R + . 


Esta grafica esta exbibiendo un crecimiento exponential 
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U MID AD I Furtciones Reales 


CApfTULO 1 


Estudio de las fundones 


Ejemplo 1 

Grafiquemos la funcl6n exponential y - (i )* es dedr 0 < a < 1 

4 



En la funcion puecte observarse qua: 

Dc*n f = R = (-» , +os) 

Rgo f = R + - (Q , +oo) 

Cifandb x ttende a !os valorem de y se 
acercan cada vez mas a Q. Funddn 
decreaente. 

y..- o ; m i /V.-' ■ V ' ••••• 

Cuando x derate a -oa los valores de y 
aumentan con rapjdez. 

En amoas cases la grafica cumple con el 
criterio de Fa recta horizontal, es 
tieefr, toda recta horizontal s cotta a la 
grafica en un solo punto. U furtdon es 

inyectlva. 

La grafica muestra un decaimiento 
exoonendaf. 


0 < a < 1 

La fbnti6n es decredente 


TABLA DE DATOS 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

T 

2 

3 

4 


8 

4 

2 

1 

1/2 

i/i 

J/e_ 

1/16 


El cumplir fa condition de la recta horizontal nos indica que la fondon es fnyectiva, verfffcandose 
que; 


r s 

a = a ,-^ r - s 

Tambten es sobreyectiva, porque el range de y - fi(x} es el conjunto de todos los reales positives 
R + * fcodo el rango est£ cubierto, teniendose una funcibn f; R - ► R + 

Al ser la funcion inyectiva y sebreyeettva sera biyectrva, existiendo entonces la funcion inversa de 
la funetdn exponential 



a > 1 




• . „■ 


'riPl-v 


La figura esta mostrando sobre un mismo 

|as „ - -i* %J w _ M /-»* 


de y - 2* y y = 

■ 


Puede observarse que dfcte graficas son 


slmetrtcas con respecto al eje verticaL 

■ • 

_ 
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UN I DAD I Funciones Reales 


CAPITULO 1 


Estudio de las funciones 


Propiedades de ia funciones exponentiates 

Ef dominio de fa fundon exponential es el conjunto de tod os I os numejos reales. 

El rango de la fundon exponential es el conjunto de totfos los numeros reales positives. 

La grafica de y = a* muestra un crecimiento exponential si a > 1. Fund on creciente. 

La grafica de y - a >: muestra un decaimlento exponential si 0 < a < L Funddn decretiente, 
La Intersection con el eje y es I, no existlendo intersection con el eje x> 

El eje x es una asfhtota horizontal, 

A mayor valor de a, mayor sera la rapidez con que crece la funcidn. 

La grafica de cuafq titer fundon exponencial pasa por el punto (0,1) porque a a = 1 
Por sera 1 = a, la grafica pasara siempne por ef punto (l P a), 

Es inyectiva y sobreyectiva, razon por la cual es biyectiva. 


* 


| A CTIVIDADES PA RA RESOL VER 

1 


1.- En la definition de fundon exponential la base a fue restringida (a > 0) y (a # 1). 
S3 aceptamos la condition a - 1 iQue le sucede a la fund6n y = a* 7. 

SI aceptamos que a < 0 tQue sueeder^ con el domlnlo de y - a*. 


2 r Caltula los valores que toman las siguienbes funciones para x - -2 f - 1, 0, l r 2 

a) fM - 5 X b) f(x) = r > cj f(*) = ( I y d) f(x) = ( | )' x 

Trazar las graficas de y = y * 4* y - 6 X sobre un mismo eje de coordenadas. Analizar las 

similitudes y diferencias entre dichas graficas, 

4i- Trazar las graficas de las funciones y = f IjZf , y = (1/3)* , y = (1/5)* sobre un mismo eje de 
coordenadas, Analizar las similitudes y diferencias entre dichas graficas. 

5.- cQue relation puedes establecer entre la grafica de y = 3* con y - T* ? 

5.- Si el precio de un producto crece de acuerdo a las funciones y - 3x y y = 3* tCual de las dos 
funciones nos convrene si semes compradores?. 

7.- En cada una de las siguientes funciones determine el rango, d dominio, las interseodones con 
los ejes y las asintotas. 

□) y = 3* + 1 b)y=*3* +1 t)y^(2/3) x djy*^ 1 e) y = ID* f) y » T* 

g) y = Cl/4) x h)y = 3,2* 1) y = Z x ~ 3 J)y = 2 x+4 -3 k)y = 2**-3 
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UNIDAD1 Funciones Reales 


CAPTTUUO l 


Estudio de fas funciones 


Ei numero e 

Ef numero e, al igual que el IrracFonal tt es tambFen un numero Inracional, el cual es usado 
frecuentemente para expresar una fundon exponential muy especial llamada fun don 

exponential natural. 

Esta fundon exponential natural queda definlda asu 


f[x) = e* donde e ^ 2,71828182 



Gome e es un numero compnendido entre 2 y 3, 
la grafica de y = e* tambren muestre un 
erecimiento exponential. 

La grafica de y - esta ublcada entre las 
graficas de y = 2* y y - 3* fcal come Id esta 
mostrando ta figure de la izqmerda. 


€6nto determinar io$ vaiotes de e* con una calculadora 

Cuandb se desea detenu inar los va lores de e* a traces de una calculadora dentffica debe 

procederse ass: 

• Se introduce el exponente e 

• Despues se oprfme cualquiera de las teclas de segunda fundon, dependiendo de su 
calaiSadora, bien sea shift, inv o 2nd 

• Se oprime la t-ecla de logaritmo natural In, Aqui se despllega et valor de e* 


Veamos con mas daridad en la tabla a trav^s de ejemptos 


Ejemplo 

Tedas a oprimir 

Respuesta en pantalla 

e UA 

3,14 inv In 

23,103367 

- ^558 

2,456 ± inv In 

0,0857773 

^ - - 

4 r 524 ± inv In 

0,0108455 

uoooe 1 * - 

1,3 inv In x 12000 

72595,77 

5400e' 3 ' 5 ’ 

2,5 ± inv In x 5400 

443,25899 
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uni dad I Funciones Reales 


capitulo i Estudio de las fundones 



1. Exists otra forma de deflnlr al numero e a traves de la expresion ( 1 + ~ ) n 

Evalua fa expresion anterior para los valores de n = 10; 20; 50; 100; 1000 y 10000, 

Compare los valores obtenidos con el valor del numero e, 

2. Graficar y enalizar las siguientes fundones: 

a) y - e y b) y = e' x c) y = e x - 1 d) y - Ze :< 
e) y - e* ‘ 1 f) y - e* + 1 g)y = 3e^ 

i, Ha z uso de tu calculadora denttfica y determlna el valor de cada una de las expreslones: 
a) e >rnA b) e -1 ” 5 . c) e' 8,35,120 d) P, s 1 e' 0 ' 04 ‘ 540 e) M = 3,85 e 0 -™ 3 '™ 

f) H = 10 e'°'°° 51 ■ 5 g) P - 100 e' 0,025,8 h)K = 20000 i) L = 4,8 

Respucstas: a) 1-358,3147 b) 0,2B79409 c) 2,4788.lO" 3 d) 1,66. IQ' 3 e) 5,743525 

f) 9,7336124 g) 81,873075 h) 147781,12 i) 5,3799312 


Aplicaciones de las func/ones exponenciales 

El inheres compuesto es una ley de capita!izacion tal que los interests obtenidos al final de cada 
perfodo se atumulan a I capital para produdr nuevos intereses en el stguienfce perfodo. 

Si en una cuenta sedepositan P bolrvares y didia cuenta paga intereses k veces al ano, a una tasa 
anual r, el saldo A en la cuenta despues de t arios viene da da por la expression siguiente: 


A = P(^|f 


Ejemplo 1 

Una familia invierte 1,200.000 Bs en una cuenta qua paga 12% de interes anuaL Si brimestralmente 
se rdnvieiten bs intereses, iCuanto habra en fa cuenta dentno de 2 an os?, 

Solucion 

De acuerdo a los datos se ttene que P = 1,200,000, r = 12/100= 0,12 t - 2 y k = 4 porque 
el interes se capitalize trimestralmente (4 veces al ano). 


A = 1,200.000 (l + ) 4 ' 2 = 1,200,000 (1 + 0,03) e = 1.200.000 (1,03)®= 1.520.124,1 

En 2 an ns Iq cuenta tendra an saldo de 1.520,124,1 Bs, 


Tambien por otro lado se habla de un interns compuesto continue a traves de la formula del 
crecimiento exponenriai la cual se express asi: 

Si una cantidad P aumenta a una tasa anuat r compuesta continuamente, la tantidad A despues de 
t anos viene dada por la expresion siguiente:. 


A = P e* 


42 













UN I DAD I Fund ones Rea les 


capitulo i 


Estudlo de las funclones 


Si el exponents rt es negative el creeimiento representa una diminution, llamandosele model a de 
decaf mien to exponential. 

Es Importante adarar qua r > 0 siempre. 

La diferenda radlea en que ef exponents rt es positive st hay credmlento exponential, en camblo rt 
sera negative* si hay decalm lento exponential. 

Tambien es necesario dedr quo si la tasa de cretimlento o decretimiento esta dada como un 
porcentaje es necesario convert irla a su forma decimal. 

Ejempio 2 

IA cudnbo a umentaran 1,200.000 0s, invertrdos durante 2 arias a I 12% de Enteres anual oompuesto 
continuamente?. 

Solution 

A = Pe 11 = 1.200,000 e = 1.200.000 e 0,24 = 1,525.499 
Despues de 2 afios la cuenta tendra 1.525.499 Bs. 


Ejemplo 3 

Los dentfficos aiando intentan determ inar fa edad de I os fosfles emplean el fechado media nte 
carbono 14. La formula traditional mente usada en el fechado mediante carbono 14 vienedada por 
la slgufente expresion: A - Aq . 2~ ^ 5&0 ° donde Ao represents la cantidad de carbono 14 a I 
form arse ef fdsil y A representa la cantidad de carbono 14 presente despues de t anas. 

Si en un organ ism o existian 500 gramos de carbono cuando murio, ccuantos gramos se 
encontraren en el fosil despues de 2000 anos. 

Solution 

A = Aj.2 ' V5m = 500 (2) - 3WS6DD “ S00x (0,7807092} = 390,355 gramos 


Ejemplo 4 

SegOn un estimado, ta pobl acton mundial ascend fa en el ario 1986 4,8 miles de miflones de 
habitantes. Si la poblacidn mundial cretiera a razbn de 2% anual. iCual debe ser la poblation 
mundial en el ano 2010?. 

Solution. 

De acuerdo a I models de erecimlentd se tiene que A = p con rt positive, 

En este case se tendra que t •» 2010 “1986 = 24 anos. 
p = 4,8 la cantidad de poblation en. 1986. 


r =0.02 (equivalents decimal de 1„8%). 

Sustituyendo los valores en la expression se tendra que: 


043 


A = 4,8 e 0,l)2t - 4,8 e CW2(24 > = 4,8 e ’ w ™ = 7,76 
De esta manera la cantidad de poblation en fa tferra ha de ser de 7,76 miles de millones de 


personas, 
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UNIOAO I Fimdones Reales 


CAPftULG 1 


Estudio de las funciones 


ACTIVXDADES PARA RESOL VER 


L- Se tiene una cuenta bancaria en la cual se depositan 200.000 6s, a I 6% de interes anual, 
compuesto mensualmente. Calcular fa cantidad de dlnero que babra en dicha cuenta al terrain □ de 

IS anas, R: 490-818,71 

2. - En una guenta de ahorros que paga 6% anual compuesto semestralmente se depositsn 4QO.DOO 
Bs. Suponiendo que no se efectuan retires ni deposltos, cafcular el monto que debe calocarse al 
ahorristaa !os seis anos. R: 640-412,89 Bs, 

Debe reoordarse que si el interds es compuesto qulncenalmente el valor de k = 24, sf es compuesto 
trimestralmente el valor de k = 4, si es compuesto diarlamente k = 365. 

3. ” Se fnvierte en un banco 500.000 Bs. con una tosa de interes del 12% compuesto en forma 
contihua, Calcular el saldo de la cuenta luego de 2 arias. R: 635.624,58 Bs. 

4. - ta canddad de poblacion de un pats es 22 de millones de personas. SI dfcha poblacion crece a 
una tasa de 1,2% al ano, ecus I ha de ser la cantlefad de poblacion al cabo de 10 ados?. 

R: 24,8 miltones 

5. - La expresion para cierto cultivo bacteria no viene dada por f(t) = Be 0,0 " 11 donde f(t) bacterias se 
encuentran presentes a tos t mlnutos de tiempo y B representa una constants, a) Sf inldalmente se 
encuentran 2500 bacterias encontrar el valor de 3. b) con el valor de B anterior cuantas bacterias 

habra dentro de 2 horas. R: a) 2500 b) 303776,04 bacterias 

Sugerencia; calcular primero el valor de f(0) para ebtener el valor de la constante B. 

6. - La expresion que represents el valor de depreciation de ur equipo de sonido despues desierto 
tfempo t, arios despu^s de adquirirlo es V(t) = Be' D,2Cr| donde B es una constante. iCual sera su 
valor despues de 3 anos, sabiendo que fue adquirido en 180000 Bs.?. 

R: 93786,095 Bs, 

7. - Un isotope radiactivo 11a made estrondo 90 decae en forma exponential a razon de 2 r 8% a I ano. 
La expnesidn para determiner fa cantidad de estrondo 90 que quad a despues de transcurridos t 
a nos viene dada por P = P fl e^ 2St . Con fos dates observados cafcular el niimero de gramas de 
estroncid 90 cuando hayan transcurridos despues de 80 anos, sabiendo que inicialmente bay 1200 
gramos de estrondo 90. R: 295,9 gramas 

8. - En forma continue se invierten 5000 Bs. af 8% de interns compuesto. iCua! es el balance de la 
cuenta despues de 2 anos?. R: 5867,55 Bs. 

9. - Un estfmado para la poblacion mundial en 1994 era de 5,66 miles de millones de personas. 
Begun un estlmado, la pobladdn mundial contlnuara cretiendo a una tasa del 2% anual. La 
expresion que permits obtener la poblacion mundial, en miles de millones, en t arios, viene dada 
per P(t) = 5,66e Cva: * t cCual sera la poblacion mundial esperada para el ano 2000? 

R: 6,38 miles de millones 

10. - Para un cierto producto, el porcentaje de un mercado objetlvo f(t) que adquiere el products 

esta en fundon del numero de dfas, t, durante los cuales se an undo el producto. La funcion que 
describe esta relation viene dada por f(t) - 1 - \ tque porcentaje del mercado objetivo 

compra el producto despues de 50 dfas de anunciarlo? Fir 86,47% 

11. - Se agrega agua y doro contlnuamente en un deposito de tal manera que la cantidad de 
gramos de doro en el deposito a I transcurrir un tie moo de t boras viene dado por fa expreslon 
sigutente: 

c(t) = 100 -30 e'^' 10 

Caloular: a) cCuanto doro exlste en el deposito inicialmente ( cuando t = 0)?. b) iCuanto doro 
exlste en el deposito despues de 5 horas?. c) iCuanto doro hay despues de 100 horas? k 

Rj a) 70 gramos b) 81,B gramos c) 100 gramas 
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UNIDAD I FurtCiones Reales 


CAPITULO 1 


Estudin de fas funciones 


(' Actividades tompfementarias J 


1. Dada la funcion f ( x ) = x 2 + b x +■ c, tque valor deben tener Ids ooefidentes bye para que la 
grafica de la funcion pass por Tos puntos P<1 P 1) y Q{-1, 3} R: b - -1, c = 1, 

2. Dada la funcion f{ x > = - 2 x + 3, ha liar la expresion analftica de la funcion in versa. 

R: x = 3-y/2. 

J 

3. Sea la fundon f (x) - —definida en los reales. Hallac f( - 2 ), f( 0 ) P f( - 2/3 ), f( S ). 
R: 1/2,3/2,27/22,3/7 

4 * Si la graFlca de la fundon f< x ) = 3 x + b contiene el punto de coordenadas (5, - 2), ha'Har d 
valor de tx R: b = -17. 

5, Si la grafica de fa funcion f(x) = 2x 2 -bx+l contiene el punto de ooordenadas (1, 7) r ha liar 
el valor de b. R: b - -4. 

3x ■“ S 

6. Dada la funcion f( x ) = — — — su dominio esr 

x ~ 9 

a)R-{-3,3> b)C - 3, 3 > c) [- 3 f 3J d) R 

7 h El dominio de la funcidn f ( x ) - - Jx-l es: 
a) a +*0 WEI, +®) c) R ™ < 1 > d)R 

8. Dada la funcidn h( x) = el dominio de h' L { x) es: 

a)R b)[2,0) c) R-{2> d) R-{l} 

9. La funcion f (t} = 2 t 2 + 5 t express la distanefa necorrida por un movil en funcion del tiempo, 
deride t se mSde en segundos { s ) y f ( t J en metros. Caleutar la dlstanda recoiTida por el movil 
entre los instantes tsisyt^2seg, iCuanto tiennpo tarda ra el movil en recorrer una distancia de 
75 metros?. R: 11 m y 5 s. 

10. Se da la fundon f ( x ) definida de fa forma siguiente; 


f C X > = 1 


2 x + 3 si x < - 1 


X 3 +1 

si -1 ^ x ^ 1 

Calcular; f (- 3 ), 

X -2 

Jx + 3 

Si X > 1 


= 9 

f (- 1 > - - 2/3 

f( 0 ) = - 1/2 


1L Laexpresion in versa de la funcion h( x) = y'x 2 -2 es: 


a) 


1 / 2 ^ 


b) ± Vx £ -2 


c) X 1 - 2 


d) ± /: 


12. Dadas las funciones y = 


x 2 - 5x 

x 3 +5 


t x = t + 1, hailar y en funcion de t R: y - 


x 2 +2 


t 2 - 31 - 4 
t 2 +2t + 6 
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UNI DAD I Fun clones Reales CAPITULQ 2 


La funeion toga rftm lea 




ESTUDIO DE LA FUN CION LOGARITMICA 


1 


2,1 La funeion logaritmica 

Memos estudiado qua la funciOr exponential y = a # (a > 0 y a * 1)es biyectiva y como 
consecuenda tiane una funeion inverse. 

Partlmos de la fundon y = 3 X y tratemos de encontrar la funeion inverse. 

Si mteneambiamos las variables x pgr y nos queda que x = 3 V 

Al tratar de despejar la variable y se nos hace imposible, puesto que no exlste un procedim lento 
algebraic*) que pueda ser utilizado parp despejar a y. 

La expreslon x - 3 V signifies que y es el exponente at que es necesario elevarse la base 3 para 
obtener x. 

Esta misma Idea es expresada a traves de la siguiente definician: 

Para a > 0 y a * 1 el logaritmo en base a de un numero x > 0 es el exponente al que hay que 

elevar Ea base para obtener dicho numeno, 

!og a x = y es equivalente ax-a y 


La palabra log es una abrevlatura de la palabra logaritmo. 
y = loggX se tee: h 


" y es igual a! logaritmo de x en la base a" 
o 

" y es [gual a I logaritmo base a de x" 


La expresion x = a y esta en forma exponencial. 

La expresion y = log 5 x esta en forma logaritmica. 

Se les llama logaritmos decimales o de Briggs cuando la base es a - ID- Elios se expresan 
simplemerte per tog en vez de logio , es dedr: 

log jo x = log x 

Se les llama logaritmos naturales o neperlanos cuando Ea base es a = e 

log e x = In x 


forma exponenqal forma logaritmica 

3* = 3 

logs 9 - 2 

2 J = 8~ 

log^ 8 = 3 

_ 

5* - 1 

125 

1095 ( 125 )= 3 

S l,i =V5 

togs a/5 -1/2 

II 

log* i = 0 

a fe = N 

log* N = k 

b fl - x 

logt, x = N 

10' 3 = 0,0 Q1 

faqw 0,001 = -3 


47 








































UNIDAD I Funtiones Reales 

CAPITULO 2 La fundon logarftmica 

^— Wm II .. 

2,2 Cansecuencias Inmediatas de fa definicion de logaritmo 

En forma exponential sabemos que a y - x 

.(A) 

En forma logarEtmica sabemos que y = log a x 
Si sustitufmos (8) en (A) se tendre que: 

.tB> 

a 1053 * = X ...... 

—(C) 

Si sustitulmos (A) en (B) se tendra que: 


y = log a a ¥ 

.(0) 

Intentemos ahora demostrar que log a rr ; 

_ m 

n 

Igualando el primer miembro de la ultima expretidn a k, podemos escribir: 

a m 

log a n a =k. 

.(E) 

(a" ) k = a" 

(escriblendose en forma exponential) 

gf* S 

(efectuando potencla de una potentia) 

nk = m 

( porque si a r - a 5 enfconces r - s) 

k - “ 

(despejando k) 


n 


Sustltuyendo el valor de k en la expires ion (E) obtenemos que; 


a *n m 
log 4 n a =- 


Resumiendo tenemos el sigulente oiadro 
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U MID AD I Fundones Reales 


CAPITULO 2 


La ftjncion logaritmlca 


Probiemas resue ftos 


ProbSema l Escribir en forma logaritmica las siguientes expresiones: 

a)h k = p b) 7 2 - 49 C )(|) 4 = j- d) (m ! = a 

l 

e)(-j2)‘= 1024 f) 27 " 3 = 

Solution es 

a) lo^h p - k b) log? 49 = 2 


3 * 01 


c) log,/a Si = 4 d) lag 2 a s - 

m 2. 


e) I°gj2 


1024 = x f) 10027 4 = 4 9)1091^2=4 


Profc i ema 2 Esolbif eada expresion en forma exponential: 

1 

a) log 3 Si =4 b) log a p = k c) log 4 — = -3 d) log ^ 16 - x 


e)'°9i(f) = 3 t)log 3 (i)*-4 


Soludones 

a) 3* = 31 


b) a fc = p 


l - -4 = _1_ 

01 


= « 0 r«- 


9) lo 9,/a P = N bj log |s (—■) = -2 


g) (^) n =p 


)1 20 
V3 


d) (V2)“ = 16 


3 

20 


Escribir cada logaritmo en forma exponential y determine Ja incognita 

1 


a) 109,9 = 2 b) fog s 125 - t 
e} log 2 8-/20 = h 


, i/e 1 

f) log *~r = ' 2 


c)bgt( ¥ } = -3 
g) \og 5 0,04 = n 


d)tog^x = 3 


So] ue tones: 


a) log, 9 = 2 


b) 

logs 125 = t 

SI escrlbimos 3a raiz en forma exponential quedai 
x J = 9 


Si lo escrlblmos en forma exponendal queda: 

Extrayendo raiz cuadrada en ambos miembros 


5 * l = 12S 

x =j +V9 


Expresemos el segundo mtembro como una 

Extraemos la raiz cuadrada de 9 


potencia de base 5 

5' = S J 

x = ± 3 


Si b r = b* r = s se tendra que: 

Obtenemos dos valorem de x 


t = 3 

x - 3 y x = -3 
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UNI PAD 1 Funcioties Reales 


CAPITULO 2 


La fundon logarrtmica 


kiBiC|)-3 

-=■1 

escribiendo en forma exponential 

c > pr-i 

porque t ' 3 - -y 

t 3 

multiplies ndo en cruz 

t - ^8 extrayendo rafz cCiblea en a m bos mfembros 

i t = 2 

extrayendo raiz cubica de 8 que es iguat a 2 


d) 


log^x = 3 

Si se escribe en forma exponential SAtiene: 

( s. ) 3 =x, 

Opemndo la raiz se tfene que: 


e) 


, 1 

!og* 3 - 2 

3 

i Ve 

i " 3 


escrlbiendo en forma exponential 

4£ 1 

porque x 72 - -y 


= — escribiendo x/ 1 en forma de ra fz 
3 


Jx = — despejando Jx 
y6 


9 

X ” 6 

3 

X = 2 


elevando ambos nniembros a! cuadrodo 
simplifies ndo 


SO 










UNIDAP 1 Fundones Reales 


CApfTULO 2 


La funtion fogarftmica 


0 

log 2 $^2 -n 

Escribtendalo en forma exponential 
2 n =B^2 

Como 8 - 2 3 y ^2 = 2 ™ escribimos la expresido anteriro como 

i 

2 n = 2 3 .2 3 

aplica ndo producto de potencies de igual base 


2 n ~2^ 2 



g) log 5 0,04 =■ n 


- 0 r C4 escribiendo ert forma exponential 

5 " = JL escrfpiendoO r (Menformade fraction 
100 

S" = — simpfificando 

■ 4 ? 

5 n - A- escribiendo 25 en fbrma de potencta 
5" -5’ 1 porquel/5 2 

n = -2 por igu aided de potentias de la misma base 


Problems 4 
Solution 


SabiendO que log ^ k = 2 encontrar el valor de N en log 3 k - N 


De la prfmera expreslon debemos encontrar el valor de k, para 1o cuai la debemos esertbir en forma 
exponential, quedandonos: 

{>/3 ) ; - k de donde k - 3 

SusUtuimos luego el valor de k a 3 en la expresidn log^ k « N, quedandonos qua: 


Lags 3 = N 


3 H = 3 escribiendo fa expreslon a so forma exponential 
H = i si dos potencias de la mlsma base son iguales sus exponents son. iguales 
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UNIDAD I Fiinciorres Reales 


CAPriULO 2 


La funcidn logarftnnica 


Problerna 5 

Sr Si Itag a = 6 engontrar el valor de t en la expresion t - log 4 9 

Solution 

CSleulemos primero el valor de la base a en la expresldn log^j a =6 , para usarla en la segunda. 
log ^-9 = 6 

( s ) 6 - a (escrlbiendo la expneslon en forma exponential) 

3 J - a (desarrollando la rail} 
a = 27 (desarrollando la potenda de base 3) 

SI sustitufmos a - 27 en la expresidn t = log* 9 nos queda to slgulentei 
t = \OQi 7 9 

27^-9 (escrihlendo la expresldn en forma exponential) 

3 * = 3 1 (escriblendo am,bos mtembras en potencies de base 3) 

3t - 2 (porque sS b r = b fi entonces r = s) 


t a 3/2 (despejando t} _________ 

81 3 

Problems 6 Dadas las expresses siguientes P = log^ — R = tog^ j K = logia 5 

R + P 

L = log 2 7 243 catcular e! valor de X en la expreslon x=, jrj^ 

Soludon 

Pardendo de cada una de las expr&slones dadas podemos obtener las valores de P, R,K y L 

P= l09 Kl6 

(- ) p - (esoibiendo la expresldn en forma exponential) 

3 IS 



(|r=(f) 





P=*-4 


(escrlbiendo 81/16 en forma de potenda) 

(por igualdad de potencies de la misma base), 


5 2 

a d 

(— ) R = | (escriblendo la expresidn en forma exponential) 

T,Z r 

(— ) R - - (escrlbiendo A = 2 2 y 25 - 5 3 ) 

Si en et primer miembro aplicamos la potenda de una potenda y en. el segundo miembra el opuesto 
de 5/2 nos queda que: 

(|) W -(f) 1 1 -> 2R = -1 ■ > 
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UN I DAD I Funeiones Reales 


CAPITULO 3 


ia fundon logantmiea 


log 1B 5 = k 


125* = 5 

(escribiendo en forma exponential) 

( 5 3 ) k = 5 

(escribiendo 12S en potencia de base 5) 

S 3k = 5 

(per potencia de una potencia en el primer miembro) 

U) 

7 ? 

II 

I — 1 

(porque si b r = b 5 ententes r = s) 


Si despejamos k nos queda que: 




K-I 
K "3 


Log 17 243 = L I-> 27 l = 243 

Despejando L nos queda que: 


O 3 3l =3 s 


3L = 5 


L = “ 


Sustftuyendo !os valones obtenldos en fa expnesldn X - 


R + P 

K + L 


so tiene: 


X = 


1 „ - 1-8 
r*_ — 


i + 5 

3 3 


Q 



1 - Escrlbir las expresses logarftmltas dadas en forma exponential y las expresiones 
exponenciales en forma logaritm fca. 


a) log 3 31 = 4 

b)log^| = 3 

3 1034^- =-3 

<^4 

e) (|r 5 =32 

f) a" = k 

i 

g) 5* =3/5 

h) 27= -j. 

""XT'* 

j) logg | = -| 

k) Eog lf5 S = ~ 

t) log a 1000 = 3 

in) (i)' 3 =27 

r>) log s £2 = k 

.2 j 

°> 814 = 3 

p) fog, 3 * n 

q) logig k = 

r} 10' 2 = 0,01 

s) log tfn+1) = h 

t) fog x - ft 


53 












































UNI DAD I Funriones Reales 


CAPITULO 2 


La funcion logarttmica 




a) t - 91 

, 1 ,3 1 

“a 



<*) tog* -jr - *2 

•)(j) _S = 

32 

f) log a k = N 

g) tog s 36 = i 

h) 10927 3 =- 

1 

3 

•<l y-T 

l)8‘3=i 


k) 16^ - 8 

l) 10 3 = 1 QQ 0 

m) log 27- 

-3 

n)[ Ja f = 2 

®) k>Ssi 3 = 

1 

“4 

p)* n =3 

a 

q) 16 b = k 

r) [og L 0 0,01 = 

-2 

s) k h - n +1 

t) 10* - X 



Z- Escribe cada logarltmo en forma exponential y luego determina el valor de la inebgnlta. 


aj log 2 8 = x 

b) log 4 64 - x 

‘i^r* 

d) =k *) iogg3 = n 

r 

f) log? b - 1 

.. £ 1 

a) iog a ^-= j 

h) log 27 b = -i 

')fogj^v = 2 i)- = loga* 

k) log* N = | 

l) ]o 9 y V= -3 

m) tog y 64 = p 

n) log^ = y 

0)k **J%£a 

- t |# log^ C = -3 

q) lag , /5 = ^7825 

r) tog x = 2/3 

V2 

Re spue stas 





a) x = 3 

b) x = 3 c) t = 3 

II 

'o' 

e) h =1/2 f) h = 7 g) a = 1/3 

h) b = 1/3 

i}y-8 

j)x = 2 k)N = 8 

*) V - 0 

m) p = -3 n) y = 8/3 0 ) t = -2 

*# 

q) -7/3 

r) x= l/J 





3, - Sabicndo que log 27 x - encontrar e[ valor tfe k en log 3 k = i 

4 , - El logarilmci de 27 en una delta base es 3/4, Cakular la base y el togaritmo de 9 en dicha base, 

XI 

5 , - Si log x — = - — encontrar el valor de m en la expreston log y m = x 

6 , - Sabiendo que log 2 7 9 - k encontrar el valor de r en la expresion Jog a n = k 


7. - sabiendo que bg 3 1 = 4; log 3 9 = b y !og g 3 = c oaloilar el valor de x en la expresidn 

i . , v t+b 

slgutente; X = —— 

8. -5abteritto que log^a lo ^ioo iqq =b ' I«Jc 5 3 -3; logj — *2, evaiuar la 


expresidn:M = — 

9. - Sabtendo que log*/ 4 = h; log^ *» -1 

m 2 

10. ' Si log b Vb 3 " = x; log sa , 0,000001= y ; 


V 


bg b 64 = - 


3 

r 


Evaluar A - 


h + a 
~ b " 



log 9 3 = u. Calcular N = 


x + y 
z *u 
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UNI DAD I Fundones Reales 


CAPflULO 2 


La funddn loqaritinica 


Respuestas 


3. R: k = W 

4- R: 81 y 1/2 . 

, i 

6- R: n = 4 


' ' 65.536 


7. R; 166 

8, R: ~ 

39 

9. R: -56/9 

ID, R: 27 



2.3 Graffca de la funcian logaritmica 

La graffca de la ftindon (ogaritmica la analizaremos para a > 1 y para 0 < a < 1 

Primer caso, Para a>I 

Sea la fundon logaribrnica expresada asi y = log ; . x 

Para graffcar esta fundcm bastara con determiner y graffcar puntos (x, y). 

Sabemos que y = log 2 x ■-> x = T 

■Con x = 2 y constmimos una fcabla de datos, dandple va lores a y para obtenerva lores de x. 


X 

1/6 

1/8 

1/4 

1/2 

1 

2 

4 

G 

16 

_.Y—. 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 




La grafica de la izqutertfa, Ea de mayor grosor£figura i.i) T es equivalents a y = log 2 x, 

Es una curva erecfente que pasa por fos puntos (1,0); (2,1), 

El dcmlnki y el rango vlenen dados asf: Dorn f = (0, +m> Rgo f = (^o, +w) = R. 
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UNIDAD X Fund ones Reales 


CAPITULO 2 


La funcfon logaritmica 


Segando caso, Para Q<&<2 
Grafiquemcns y - log y x 

La expresion anterior la estribimos como x = (^ ) y 

Construimos una tabla de vatores, selection a ndo valores para y, e Ir obteriendo valores para x. 


TabJa de y = lopt/a x ox- (1 /2) y 


X 

16 

8 

4 

2 

l 

1/2 

1/4 

1/8 

1/16 


-4 

-3 

-2 

A 

0 

1 

2 

3 

4 


En la flgura 2.2, la graffca de mayor grosor es equlva rente a y = log* *# x. 

Es una turva pasa por los puntos (0 , 1)? (2 t -1) 

El domimo y el rargo vienen dado? asr; Dom f == (0 , +®) Rgo f = (-«? f +<*) 

cQue refadSn existe entre fa funcion exponential y fa funcfon 

fogaritmlca? 

De las figures 2.1 y 2.2 puede notarse que las grafftas de la funcion exponential y la funcfon 
iqgarftmica son simtitric&s con respecto a la recta y = x, bfsectriz del primer cuadrante. 

Esta slmetria era de esperarse, puesto que las funclones exponencial y logarftmlca son Inversas 
entre sL 

Sf en urro oalcufadore Introdudmos m numero cuafquiera y se pulse te tecla 10* y a continuaddn la 
teda log, 2que se obtiene? 

Por ejernplo 

6,5 


Conclusbnes o propfedades de fa funcion fogantmica de base a 

= 

« El doroinlo es el conjunto de todos los numeros reales positives. Dom f = (0, +*>) 

* El tango son todos los numenos reales. Rgo f - (-», +®) - R 

* Si a > l, log a es una funcion credente. 

+ SI 0 < a < 1, log a es una funcI6n decredente. 

* La graffca pass por el punto (1,0), Indlc^ndonos que el logarltmo de la unidad en cualquier 
base es cem, Log. 1^0 

* La graffga pasa por el punto (a r 1), lo que significa que e! logarftmo de la base es igual a la 
unidad. Log, a = 1 

* Como la funcion es positive en ef Interval (1, +«) del dom Info, signifies que los ntimeros 
mayores que 1 tienen logarftmo positive 

* Como fa funddn es negative en el frftervalo [0,1} del dominio, signifies que los nurneros 
mertores que 1 tienen logarrtmo negative. 

* El log a x no est£ definldo si x es negativo 0 cero. 

* Es InyectJva, puesto que cualqufer recta horizontal que tracemos sobne la gr^flca la Intercept 
como maxi mo en un punto* 

* Es sobreyectiva, pues su recorrido es el conjunto R. 

* Es biyectlva, por ser fnyectiva y sobreyedwa 



3162277,66 



6,5 
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UNIDAD I Funciones Reafas 


CAPITULO 2 


La funcidn loganbmica 



p ara C ada par de funciones in versa s construye las graftcas sobre un mismo eje. 

a)y=[i) 1 ' y=log,/x b)y = 4“ y = log,x c) y = (j)* y = log y* 
d) y = 3* y = log 3 x e)y = 2“ y = iog U5 x 

2 - Grafica la fundon logaribnEca en cada caso 

■a)y = log 3 x b)y = log e x c)y = log, 0 x d)y = kjg^x 

3, Dadas las expresses log * = 1024. y log y s , catcular el valor de P en la expreslon 
siguiente; P = x + y R: 13/3 

4.Si m = Iog 3 -y V !eg 4 n = ~,evaluarm + n R:-l 

5. Ordena de menor a mayor cada uno de los siguientes logaritmos: 

log* 2, 1093 ,( 1 / 2 ), log* (1/8), log* 2 r log 3 9, 1og 1/4 2 r logugl, log^ (l/E), log^Q, 
109 ^( 1 / 2 ), 

6. Sin utiltear la caleuladora y aplicando la deflnfdon de [ogarltmo calcula X + Y + Z r sabiendo qoe. 
log 10 = X, log 0,1 - Y, log ^0,01 e Z Rt ■ 1 

7 r Si log* 10 - 0,25 el valor de x es iguai: 

a) 100 

b) 1000 

c) 10.000 

d) 100.000 

8. Si log 3 & ^6 - x d valor de x viene dado por: 
ajx = m 

b) 

c) x = m 

d) x - 1 
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UNI DAD I Fundones Reales 


CAPfrULO 2 


La funcion logaritmica 


c 


Activldades com piemen tanas 




1, Si 2 = log 4 k, enhances el valor de k es: 

a} 64 b} 4 c) 8 d) 16 

2, Si - 3 - log^ m, enhances el valor (femes; 

a) 1/64 b) 64 c) -1/64 d) 

£ 

3, Verificarque tog K S - - 3 entonoes x = — 

4, Usa la definicfdn de logantmo y ordena de men or a mayor cada una de las siguientes 
expresfones: lo $4 2, log 2 (l/2) f log 4 ( 1/8); log 3 9, tog J/3 (l/2) f logip 1, 3 og,^ 2, 

5, Si a = \oqi 64 y b = fog 3 ~ taltufar el valor de a + h R: 9/2 

6, Sabiendo que tog t / 3 m - - 5, log 4 n - -1/2 y k = log** 2, caleufar el valor de la exprestdn 

slguiente: R: 4$6 

7, Sabiendo que log 3 1024 - 5; log^ b = 1; log 2 0,0625 - c y log^ 729 - d r caleular el 
a-tb 


valor de P en P = 


c-d 


R: - 13/32 


8, Dada la fundon definida como f(x) = (V5 f evaluar: a) f( - 3 ) b) f(- 1/2} c) f(6} 


R: a) 


3^3 


b) -p c) 27 
V 3 


9. Demuestra qua si log 3 t/x - 1/2 entonoes x = vx 

1 - ft 


10, Demuestra que si log> 


Z-Jz 


- -3 entonces x 


11. Sin hacer uso de la calailadora, eplkando la definition de logaritmo, encuentra los velores 
slguientes; 

a) !og U5 i25 R: -3 b)log Jf ^21 R; 2/3 c) log 1/6 ^/h6 R;-3 

12, Determine el punto en el que la grafica de cada una de las ftjncfanes siguientes corta a I eje de 
las abscisas. 

5 
X 


a) y = tog { x + 3 ) Rs-2 b)y = tog 3 Vix R; 1/3 c) y = log 5 { ^} R: 5 


13, Si log 3 Vk = j t el valor de k es: 


a)3 


b) -3 


c) ^3 


1_ 

2 V 2 


14* SI tog p —f= - -3, ei valor de p e$: 


a) 


ii-ji 


b) 


1 / 2 V 2 




d)51Z 


d> 2 a /2 
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UNI DAD X FUNCIONES REALES CAPITULO 3 


Propiedades de los logaritmos 


APLICACIONES DE LAS PROPIEDADES DE LOS 

LOGARXTMOS 

== ^ ^—— 

3,1 propiedades de /os /ogaritmos 

Aqui mostraremos algunas de las propiedades que nos ayudaran a desarroliar los logaritmos y a 
resolver ecuadones exponenclales y logarftmtcas. 

Supontfnemos que a, X, e y son positives ( a * 1 )■ 


Logaritmo de la unldad 

logaritmo de la base 

El logaritmo de la unidad en cualquler base es 
Igual a cere, ya que a 0 = 1 

El logaritmo de la base, para toda base, es 
Igual a la unidad, ya que a 1 - a 

log a 1-0 

log a a = i 

Loaarttmo de un products 

Logaritmo de un cociente 

El logaritmo del praducto de dos nlinneros es 

igual a la suma de los logaritmos de los 
factored 

El logaritmo del cociente de dos numeros es 
igual al logaritmo del divldendo menus el 
logaritmo del divisor. 

iog 5 (x.y) = loga* + logs y 

toa a 4 -i°8j x - tog s y 

Logaritmo de una potenda 

Loqaritmc de una raf2 

El logaritmo de una potenda de la base es el 
products del exponente por el logaritmo de la 
base 

1og a xf = n . tog a x 

El logaritmo de la rata de un numero es^cgual 
al logaritmo del mlmera dividido por el indree 
de la rafe. 

Logaritmo de una potenda de la base 

Dos propiedades Importantes 

El logaritmo de una potenda de la base es el 
exponent 

log a a" - n 

_ 

a' 08 ’* = x 

SI logaX - loga V => x -y 


Grupo (fe ejempios 1 

■£n catfe yng de las expresiones siguientes tomar logaritmos de base a usartdo las propiedades 
de los logaritmos. 


1. x = pqr 

Eoga x = loga p + loga p + loga r 


2 . X - 


UV 

K 


!og fl X - 109a U + loga V - log a K 
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UNIPAD I FUNCIONES RE ALES CAPFTULO 3 Propiedades de Fos logaritmos 


3,- X = 


nr 


[ 4n 


!og a X = log a m 2 + fog Jn - log k * 2lo^ a m 4- 


log B n 


loR a Jt 


4 .- x = I 


mV 

W 


m 3 n z 


l09a P V [og a mV-log a pV i Q9 a m 3 + log a n 2 - (log a p 3 + log a q 3 ? 

fog a x “ 3 “ 3 3 


log a x = 


31og a m4-2log a n-3log„p-2log a q 


5.- Desairollar la saguiente expresidn: log 3 
3 

log a 


-l3 


^7 


VM 


m 


- 3log a ^-^^ = 3 [ iag a ^m(?-log a ^q^] 

3 ^ log a mn^ log a pq 3 ] = 3 [ Iq ^ m * lQ 9a n l09a p + 3lQg a Q j 


log a 


"1 3 


?3mn 2 


fpq 1 


i , -j | n 3[oga p-f9lc <] a q 
loga™ + 2 



En cada uno de Los ejerdcios propuestos a plica las propledades da tos logarltmos y desarrolla 
tomando logarltmos eo la base Indicada, Express la respuesta de modo que no contenga 
logaritmos de praductos, oocientes, rafoes y potential 


1} bgio 4(x + 2 ? 2) log 5 3) 1og 0 ?x + 3 4) log 9 ^ 5) log 5 MlllL 


3 

VSK 


'°95 ^ 


fl) tog 2 


9T7 


9) logs 


(a 2 +b 2 )c 2 

(a - b){b + c)(c + d) 
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UN I DAD I FU NO ONES REALES 


CApfrUL0 3 


Propfedades de fas logaritmos 


10) loga 


i>#n% 


1 2 


„2y3J^77 

U) log, V* y lajhg/^ V 


a 2 3 
rrrrr 


3 m^mn 


13) Si x = ,?mn 3 demuestra que Iog a x = - |dog a m -y log a n 


|x" J yJxy J -Slog x + 5f09_y■ 6Fog fl m + 2Jogn 
H)DemuestrelasigulenteIguaidad fog a if—— ”- - ---- — 

Usa las propiedades da Ids bgaritmos 


15) Demuestra qua Fa funcidn inxersa dey - 3 21 1 yiene dada por la expresJon y = 
lfi) Calais la fundon inversa de y = 2 3± ~ 4 

17, Usa tu calculadora y compruaba las slguientes igualcfades. 


a) log 1 - 0 b) Fog 10 - 1 c) log (4 . 5 ) = Eog 4 + tog 5 

d) log-r = I 094 - Fog 5 e) Jog 4 5 = 3 log 4 f) leg ^4 - 

3 3 


log j x +1 


Respuestas 

i) log e q 4 + 3log lfl (x + 2) 2) 2log 5 (4-x) - |og 5 3 3) 1/5 log B (X + 3) 

4)1/2 Fog* x - tog* 12 S) 3log s x + 3tog 5 {x + 4) - iog s 2 6) 5/2 log* x - l/2log*{x + 4) 

7)1/2 log s a + 1/3 Fog s b - 1/3 Eog s c 8 ) 1/4 log 2 x + 1/4 log 2 y + 1/3 log* a -1/5 faq 2 (a - p) 

9) 2Dog 3 {a * 2 + b ! ) + Zfeg 3 c Hog 3 fa - b) - (og 3 (b + c) - log 3 (c + d)J 

10) 2 log a m + 5/3 log-} n - 20 tog a k 

log, (x - y) 

11) 1/2 toga x + 2/3 log a y + - - ,- - 21og a m - 3Fog a r 

12 ) -29/10 log a m- 11/10 log, n +3/4 log a x +1/4 log, y 15 ) y = . ]o9? _ x -- 4 
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UNI DAD I FUNCIQNES RE ALES 


CAPITULO 3 


Prapledades de los fogaritmos 


Grupo de ejempios 2 

Express coitiq im iogarltmo de una sola explosion eatte tina de las slguEentes cxprcsioncs 
logarfcmlras. En otras palabras, dado el logaritmo de una expreslon, cbterver la expresion que 
origino ese logaritmo. 

J. bg a x + 3 logs y - | tog* 2 
= Log a x + 3 log a y - ^ log 3 1 

= log a x + log g y 3 - log a Vz (Apficando togarftmo de una potenda y de una raiz) 

= |og a (x.y 3 ) - log a 4i (Apllcando logarttmo de un producto) 

(Apllcando logaiitrno de un codente) 

2. 1og 7 (x+l) + Ztog 7 0<+43 -3log?<x-S) 

= log? (x+1) + tog? (x+4) 2 - log? (x - 5 f (Apllcando togaritmo de una potenda) 

= log 7 (x+lXx+4) 1 - log? (x - Sf (Apllcando Iggarttmo de un producto) 

2 

= iog 7 (Aplicando logaritmo de un codente) 

(x-5) 


3 

= toga -jf- 


3. lcgaX = 3 [^|E + lMiIl.^] 

3 3 

log a x - 3 [ bB ,®r + JswL.!att_j {logantmo de una ralz y de una potencia) 


log a x - 3 [ log a - log a ?t^" ] 


- 3 log; 


tog a x = fog a 


x - 


— yb —* 


(logaritmo de tin producto) 
(logantmo de un codente) 

(Icgaritmo de una potenda 

(Apllcando la pfopiedad 9) 


62 























Eptpresar medlante un solo logaritmo cada una 

i) 2Log b * + 1/3 b V 


de los desarrollos o igualdades logarftmieas, 

2 ) log a x = Lt> 9 a m + 'og a n - log a k 


3) log a x = 2lag a m + 3k>g a n - log a b - 2log a c 


4] |los b (s<-2)-log b y+3l09 b i 


« 'oai^ + '°9iot*” 4) ‘ 10910(x+11 

iog a m+-j-log 0 n-lo9 a p 

7) 4k>g & 3 - [21056 (x + 3) + 4Loge x] fc 5 

9, J- [iog 5 (iti + n) + iog 5 (m - n} - Slogs (P + Ql - Ztpgs (P - <ti] 

4 

^ |og 7 a Slog^c ^log^b ^ 

10 , 1 og 2 x = 3 V —^— + 2 5 ' 

^ log^m Slogan 4l0 9 fl P ^ 

11, -i-taga[X-2)-IO03V + 3log a Z l2 - 3 l “ + 3 5 * 


Re^pnesfcas 
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UHIDAD1 FUNCIONES RE ALES 


CAPITULO 3 


Propiedades de los togaritmos 


3.2 Los iogaritmos comanes o tegor/tmos decimates 

EL togaritmo comun o logaritmo decimal de un numero real positive es el exponents a I que 

debt elevarse la base 10 para obtener -el numenx 

Si log N » L enhances 10 L = N 

Si tog 5 = 0,6989 C^> lO 0 ' 65 ® 3 = S 

SI tog 1000 ^ 3 <=> IQ 3 = 1000 

Cuando la base no se Indies se supone que elfa es 10, pudtendose escribir la slgulente IguaEdad: 

Logic X = tog X 


Como determinar los l&gatitmos comunes con ana calcufadora 

Es posibie determinar mediants una calculadora los Logarltmos cornune:: a t aves ura tecla locp 

Pare determiner el Logaritmo comtin de tin nOmero real mayor que ceno, se introduce el numero 
y se oprime a continuation la teefa del logaritmo, desplegAndose la respuesta en pantalla. 

Aa, para calcular el log 25,4, basta reproduclr la siguiente secuencia; 

Se tedea 25,4 y luego la tecta log, apareaendo en el visor redondesdo a milesimasi l f 405 
Veamos algunos ejemplos en la tabla slguiente: 


Elempto 

Tedas para oprimlr 

Oesoleqado en pantalla 

Determ inar loq 400 

400 fog 

2,60206 

Determinar loq 0,0533 

0,0538 log 

-1,2692177 

Determiner log 6,3S 

6,35 log 

0,80278 

Determinar loo 0,0056 

0,0056 loq 

-2,251812 

Determinar toq 5,43 

5,48 lag 

0,7307305 


debemos recordar que no existen logan'tmos de numeros negatives 

Qu4 es un antilogaritmo 

Si se conooe el logsritmo comGn de un numero, comoes pcsible determiner ese numero, 
Veamos: 

SI se bene que log N - 3,406 nuestra funcidn es determ inar el valor del numero N partiendo de 
su logaritmo. 

Cuando determinamos el valor del numero paitiendc de su Logaritmo se dice que es-tar 105 
obteniendo el antilogaritmo o inverso de logsritmo. 


SI log N b L ententes N = antllpg L 


SI tog N ~ 0,39794 entonces N = antllog 0,39794 1 > 

St log N - -3,09691 ententes N - antllog (-3,09691) r > 

Si log N = 1,81291 entonces N = antiEog 1,81291 ' ^ 


N = 2,49 
N “ 0,008 
N = 64,99 
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UNTOAD t FUNCIONES REALES 


CAPfTULO 3 


Propicdatjcs de los logaritmos 


C6mo determiner los antilogaritmos con una calculadora 

Cuando deseamns obtener las anti'lc^garitmos con una calculadora, es necesarlo introduce ef 
logaritnxi cuyo antilogaritrm se desea determinar, oprimiendo luego la tecta die segunda 
fund6n, \a cual segdn el tJpo de calculadora puede pueden ser ( 2nd , rnv o SHIFTS 6n los 
ejemplos que pnopondrerrtos usaremos la tecta Inv porque es un Upo de calculadora. 

Veamos la slgulente Labia: 


Sjemplo 

Tedas a oprimir 

Desplegadb en pan tails 

Antilog 5,452618 

5,452618 Inv log 

283542.39 

Antilog -2.345628 

2,345628 ± inv log 

0.004512 

Antitog 0,3668 

0,3568 inv Jog 

2,27405 

Antltog-3,09691 

3,09691 ± Inv log 

0,00000 


Tambien es posible realizario utilizando 3a teda x *, 

Supongase que saPemos que log^M = 1,436 
SS tog^N a 1,436 entonces N = 10' 436 

□primlmos las siguicntes tedas; 10 Inv x y 1,436 = .Aparece en el visor; 27,28977 

Observation es 

Cuando se trate de determiner el antilogarltmo de tm valor negative debe intradueirse el valor y 
luego oprfmlr la teda ± antes de oprimir las tedas inverse y togaritmo, 

JJ Los logaritmos naturaies 

Es frecuente observer la pneserrcia del numeno e en modelos matematicos de algunos 
fsndmenos naturaies, razon par la cual a los logaritmos de base e se les llama logaritmos 
naturaies. 

Elios, general me rite son repr-esentados por el siimbolo In x, que se tee 'Jogaritmo natural de x v 

log e X - In X 


Para X > 0 si y = In X 




Propiedades de los logaritmos naturaies o neperfan&s 

Las propiedades de los logaritmos comunesson tambien valid as para los logaritmos naturaies. 
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UNIDAD I FUNCIONES REALES 


CAPITUL0 3 


Propiedades de los logaritmos 


□e acuerdo a la prapfedad 4 es posible establecer que: In e* = kt y In e' l,Ltlt - -l,04t 
De acuerdo a la propiedad 5 e* poslble establecer que: e Nt+1) - t + 1 V e ln kT = kt 

Como determfnar los togaritmos naturaies con una calcutadora 

Los logaritmos natures tambien pueden ser determinados usando una cal cuf adore que este 

dotada de la teda In . Aqui se usa la teda anterior en vez de la teda log, 

Veamos los ejempfos en la slguiente table: 


Eiemplos 

Tedas a oprimlr 

Despleqado en pantalla 

Determina In 356 

356 In 

5,8749307 

Determina in 0,25 

0,25 In 

-1,3862944 

Determine In 1320 

1320 In 

7,105387 

Determina In 0,0056 

0,0056 In 

-5,1849887 



(jsa fcu calculations y determina el logaritmo en base diez de los siguientes nimneras., 
Redondea a cuatno dfras decimates. 


a) log 962 

b) log 0,0042 

c) log 870 

d) log 0,0000857 

e) log 36 

f) log 27,700 

g) log 0,0000375 

h) log 0,00872 

i> log 100 

]} log 0,0001 

k) log 0,0002 

t) log 200 

m) log 125,4 

n) log 0,001 

o) 185,5 

Respuestas 





a) 2,9032 

b)-2,3768 c) 2,9395 

d) -4,0670 

e) 1,5563 f) 1,4425 

1 

g) -4,4260 

h) -2,0595 

i}2 j)-4 k) -3,6990 0 2,3010 

m) 2,0983 n)-3 

©) 2,2683 


2.. Determine, usando la calcutadora, el antibgaritmo del logaritmo dado. Expresar la respuesta 
con tres digitus slgnificatlvos, 

a) Q,5416 b) -1,0585 c) 2,5011 d) 2,3201 e)-0,1543 f) -2,1724 

g) 2,6464 h) 0,008356 [) 3,628545 j) -4,2665 k)-0,1256 1) 3,5678 

Respuestas 
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UN I DAD I FUNCIONE5 REALES CAPfrULO 3 


Propiedades de fas fogaritmos 


21) 2 x + 2 X+1 + 2 x+ * = 168 



Res pue stas 



3.7 Sistemas de ecuadanes exponendafes y logantmicas 

Un $i$terna de ecuadones logaritmicas es un si sterna de ecuacfanes en el que una al 
Tnenos de las ecuacbnes es logarftmlca 


Ejemplo 1 

Resolver el slgulenle sbtema de ecuaclones. 


X + y B 65 (I) 
togx + log y = 3 £ H) 


Aqui se tEene un sistema de ecuacbnes donde !a primera es pdlrrtmlca y la segunda es 
fogaritmica. 

Tomemos la ecuadon f II) y aplicuerros las pnopledades de los logaritmos 
log x +■ fag y = 3 

E$ta suma de logarltmos se convlerte en el togarltmo de un pnoducto, qued^ndones que: 
log xy - 3 

log xy = log 1000 f Ponque log 1000 = 3) 

xy - 1000 (Sp fag x = log y ententes x = y> Prapiedad 4) 

El sistema inecial nos quedar^ asta 

J x * y - €5 (I) 

| xy = 1000 (El) 

Si despejames x de la ecuacbn x + y =* 65 nos queda que x - 65 - y, 

Sustituimos esta expreslon en (11), quedandonos que: 

(6S-y)y= 1000 

65y- - 1000 (Aplicande prapiedad distributes) 

-y 3 * 65y - 1000 - 0 (Ordenando e igualando a cero) 

y 3 - 65y +■ 1000 - 0 (Multiplicands por ~1) 

Resol vemos 9a ecuaddn de segundo grade* apiicando la formula, 
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UNI DAD I FUNCI0NE5 RE ALES CAPfTULO 3 


Propiedades de los logantmos 


65 ±JS5 Z -4.1.100 65 ±^4225 -4000 65±j22f 65±15 

y —- i = 2 " 2 * 2 



Sustrtuimos el valor de y - 40 er* la eeuacidn (I ] quedanefonos que: 


x + 40 = 65 dedonde x = 65 -40 = 25 , Luego x = 25. 


x = 35 y = 40 


Ejemplo 2 

Resolver el sisbetna f x ■+ y = 22 

^ log x — i ^ log y 

Aquf tamblen se tiene una equation polinomica y otra logarifcmlea 
Sotuddn 

J x + y = 22 
l log x = 1 + log y 

Trabajemos con la segunda equation tratando de transforma rla en una equation sin bgaritimos, 
para Its cual debemos escrltwrla de la siguiente forma: 

Log x - log y = 1 

Log x - log y - log 10 (Porque l - log 10) 
bg^glO (Aplicando logariftno de un coeienle) 

JL - iq (Porque si. log x = log y entonces x - y. Projected 4) 

V 

x -10 y 


De esta manera el slstema initial nos queda asl: 

SI sostituimosx * 10 y en x +- y = 22 r>os queda que: 


fx + y - 22— 

-U) 

x- 10 y... 

....{ii) 

10 y + y - 22 ™ 



11 y = 22 


y = 22/11 


¥-2 
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UNI DAD I FUNCIONE5 RE ALES CAPITULQ 3 


Propledades de los logarJtmos 


Siistttuyendo el valor de y = 2 en la ecuadun (I) nos quedaL 


x + 2 - 22 



22-2 



Luego 



x= 20 


Ejemplo 3 
Resolver el si sterna 


{ 


log x + log y - 3 
lag x - log y - 1 


Aqul se tiene un slstema de dos ecuadories lagaritmfcas que puede ser resuetto de dos formas 
distlntas: m6todo de reduction y per definfelon de logarltmcu 

1* Par el metotlo de rediicei6n 

log x + log y = 3 

log if — log y = 1 Notese que hemos sumado miembro a mlembro pars obtener; 

2log x = 1 —^ log x - 4/2^—^ log x = 2 —^ x = antilog x = WO 


Eustituyendo x = 100 en la segunda ecuaclon se tiene que 


log 100 - log y - 1 

- log y - 1 - loo 100 
log y = - 1 + log 100 
bg y = -1 + 2 
log y * l 
log y - logic 

y - 10 


(Transponfendo tirmlnos) 

(Multi pllcando ambos mlembros por -1) 
(log 100 * 2} 

(Operando el segundo mlembro) 

(1 = log 10} 

( SI tog x - log y entonres x = yj 


{ 


Luego x = 100 y - 10 

2 . Pur definition de l ogaribno 

k>g x + log y = 3 
log x - bg y - 1 


SI apljcamos logarftmo tie; uh, products en la 
pnmara ecuadon y logarttnio de un oodente en la 
segunda eeuaddn nos quedarli et sis terra comci se 
pnuestra: 


* *,*. * 


A 

o 


log x.y = 3 



i 


x, y = antilog 3 
— - antilog 1 

y 



x . y = 1000 



y 




{analog 3 = 1000) 
(antilog l = 10 ) 


X , y = 1000 

. (i) 

Si despejanws x de ( U ) se tendri que 

1 


x t= 10 y* 

— - 10. 

.( n ) 

Sus&tuyenclo x = lOy en I se tendra la 

L y 


ecuacldn skMente: 10 y « 1000 


IDy 2 = 1000 -*► 


= 100 


► y - 




y- 10 
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(JMIDAD I FUNCIONES RE ALES CAPtTULO 3 


Propiedades de bs logarltmos 


* 


Ijemplo 4 

Resolver el sistema 


log fc +■ 31og n = S ( I ) 



cn) 




ApFlquemos (as propiedades de ids logarftmos en la ecuacbn (I) se tiene que: 


log k + 3 log n = 5 (prirnera ecuacldn) 

log k + log n? = 5 (logarltmo de ur.a potencla al segundo t^rmino del primer miemuro) 
Cog k n 3 ° 5 (Aplicando logarltmo de un pnoductn en el primer miembno) 


log k rr - 5 
2" 


log 


- 3 


krr = antilog 5 

* 2 « 3 
—— = anti log 3 


Sf despejemos n de la ecuaddn ( II ) n 
queda: 



2 

k 

—— y la susGUiimos en 
W 


(I) 

cn) 

la ecuaddn ( I ) nos 



Luego K =100 _ 

Para encontrar el valor de n sustltulmos el valor de K en la ecuacidn (I ) H quedaodonos que: 
log 100 + 3 log n = 5 


3 log n = 5 - log 100 

3 log n = 5 - 2 

3 log n t= 3 
. 3 

logo = — 

log n = 1 

n = antSog 1 

rt = 10 


(Pasando log 100 al segundo miembro) 
(log 100 = 2) 

(Despejando log n) 

(Definickjn de antffogaritmo) 

(Aplicando antllogaritmo) 


Luego 


K = ICO n = 10 


8G 



















UNI DAD I FUNCIONES REALES 


CAPITULO 3 


Prapledades do los logaritmos 


Ejemplo 5 

Resolver el slgulente sistema 



Este es un slstema do ecuadones 
con dos ecuadones exponenciatos. 


Si escrEblmos 32 = 2 5 y 16 - 2* nos queda que; 


a 



p ■+ 2q = S 


3p - 5q «= 4 


(Por que si af = a* entonces x = y) 
{For que s3 af - a’ entonces x = y) 


r 

p + 2q = 2 s .( I ) 

3p-5q = 2'..(II) 


i.'*. A i/ i y ' " * 

En el dstenv de ecuactones multi plfcamos 3a 
ecuacion ( I ) por -3 con el objeto de 
ejimtnar p (m&odo de reduoddn) 

•• .v -/ j .: r -.. V ' ■ •• '• v ’• 


-3 


p + 2q « 5 


H 

3p“Sq=4 



-3p — 6q = -15 
3p - Sq = 4 



Sustituyendo q = 1 en fa ecuadon (I) se tendra que: 
P+ 2.1 = 5 i -i i p + 2 = 5 ^^^ p- 5-2 


Luego 


q - 1 p = -3 
_ 


p = 3 


Ejemplo 6 

Resolver el si sterna 


log 3 25 = log b 4 
a.. b = 10000 


(I) 
-C El) 


Sr* , ■ «-«- r -. " . . J. p•_ •• . f 

Una ecuactfn log arft mica y otra 
potrnomfca 


•Cbservese que en la ecuarton ( I } los logaritmos son de base diferente. Esto nos indlca que 
debemos usar la formula del cambio de base en cada mlembno para que ambos esten en el 
rnismo slstema de base 10. 


!og s 25 = 


tog 25 
log a 
log 25 


y 

log 4 


log b 4 = 


Lie* log,25.1^ -^ loga logb 

E nuevo slstema nos queda consHtuido asf: 


tog4 

logb 

log a,log 4 = logb.log 25 


log a. log 4 = logb. log 25. + ( HI) 

a,b» 10Q0D .... + (IV) 
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UNIDAD I FUNCIONES REAUS CAPITULO 3 


Propiedades de Ids togaritmos 


Despejando a de la ecuacftn (IV) nos queda que a - l00QQ/b„,« t { V) 
Sostrtxiyando fete vafor en (III) nos qucda que: 

log ( 1{ ^°° ).}og4 = logb \og25 

(loglOOQO - tog b )lo0 = togb.1og25 (Aplicando logailtmo de un codente) 


(4 - log b)tog 4 = log b . log 25 (log 10000 - 4) 

4log 4 - tog 4 . log b »> log b ♦ log 25 (Ptopiedad dlsblbutfva) 

4log 4 - log b . log 25 +■ log 4 . log b (Aislando los Aminos dondc esta b) 

(Tomartdo log b factor comtin) 

(Despejando log b) 

(logai ltmo de un producto en el denorrilnadoO 


4log 4 = log b [log 25 + log 4) 
4log4 


togb 


togb - 


log25 + tog4 
4log4 


log 25.4 


togb- 


4log4 
tog 100 


4 log 4 
2 


log b - 21og 4 
2 

logb = fog 4 


2 

b = 4 


(log 100 = 2) 

(Slmplificando por 2) 

(logaritino de una pntenda en el segundo miembro} 
(Porque si log x = log y entoncesx = y. Propfedad 4) 


b *= is 


1000 


Susmuyendo b * 16 en la exprestfn [ IV ) nos queda que a - — 
Luego 


« 3 625 


a = 625 


b= 16 


Ejemplo 7 
Resolver el sistema siguiente: - 


2 = 4 * ■ r 

3* y = 531,441 


En estas ecuadones es necesarlo lograr que las potendas sean de la misma base, pudi£bdose 
escribir asi: 


ea 
















UNIDAD I FUNCIONES RE ALES CAPfTULO 3 


Propiedades de I05 logarltmos 


( x+y = 2x-2y 

igualando exponents. 


3 )t.y - 3 


12 


x.y e 12 


X = 3 y 

x + y - 12 


Sustituyendo el valor de x = 3y en la segunda ecuaddn se obtiene que: 

3y 2 = 12, de donde y 2 - 4 " ^ y = ±2 

Sustituyendo Eos valores de y en la ecuacldn x = 3 y se tiene que: 

Si y = 2 .—► x = 6; Si y = - 2 —^ x = - 6 



Resolver cada urw de los sistemas de ecuaciones: 


1)1 m + n = 22 

Jog m - log n = 1 

R: m = 20 n = 


2 


2) f log k + log n = 3 
(_ log k - log n = 1 

R: k - 100 n = 10 


2 log t - 1 = 
1 log t + 2log k “ 


— 1 = 5 Tog k 
5 


Y 


irwi 


u - in 


4) 


i> b = 27 

5) 

r 

m - n = 30 

6) J 

I 2a- 3 * b 

' 

I fog m + log n - 3 = 0 

1 


Ri a = 2 b - 1 


7) f 3 log b - 12 - 2log a fl) 
*1 fog a - tog b — 1 

R: a - 1000 b - 100 


{ 


R: m = 50 na 20 

k-l4t- 4 
log[2k)-log(3t)= 1 

R: k = SO t-4 


R: a o 2 b = 4 
a =*-1/2 b - 1/256 
ver sugerencia al final 
3 ,no9 x 3= | og y 2 
1JJ 1 x - y = 10 

R: x = 4/1 y — 2,4 
Ver sugerencia a! final 


R; m ~ 10 n - 100 
14) 


) f log s (m + n) ® 
-m + n = 


■ 5 
= 43 


R: m = 100 n == 143 


1 


fc a =16 

11) 

m + n ~ 110 

12) ' 

[ b (a+ « (a - 1) = 64 

4 

log m + tog n = 3 

A 

» 


rnfm 4 n = 3 

m 

(m +n). 2 -36 

Rim s 2 ti - 7 

log a 2 + log b : a2 
a 2 + b 2 = 15 

R: a - 2 Js” b = -2^T 

log m + 2log n = 5 
2log m - Slog n - 1 
R; m = 1000 n - 10 

log s m + n = 7 

L nn n = 5 3 * 

Ver sugerencia al final 

Ri m = 625 n “ 4 
m = 12S n = 3 


39 













UNI DAP I FUN CIONES REALES CAPlTULO 3 


Prppiedades de fas logajitmos 


16)-! 


k + n 


10 


2 k_n 2 

logC^ -n ) = 1 

Ver sugerencia at final 
R: k = 11/2 n - 9/2 


17) 


m n 
2 +3 =41 

logm+logn = 1 


IB) 


p+q 
H s 27 

2p+q 

3 =9 


m 


J 3og 2 (m 3 + n 
- [og 2 {m + r>) 


7 ) - log 2 2 = log 3 2 + tog 2 5 
- log 2 (m- n) = iog 2 3 


R:m = 5 n = 2 R: p =1/2 q = 1 

R: m ™ 4 n ~ 2 


= 2 


I log p +■ 2 log q = 

20) | p - Bq 1 = 5 

R; p = 20 q “ 

P = 20 q = - ^S~ 
fog x + log (y + 3} = log 6 

22 ) 

tcg(x + 7) - togfy + 2) - 1 
R: k “ 3 v = ■ l r 


21) log (x + y) + log (x - y) = log 13 


23) 


In e K = In e v + 1 

En !a funclon (£*) =■ k * a * calcular el valor de k y a 
si se cumpte: 

a) f(3) = 6 y f(8) - 192 

b) f{-l> = 1/6 y f(- 3/2) = 1/18 

R: a = 2 k = 3/4 




Sugerencia para el cjercido 15; aplicar en ambos mlembros de la s^gunda ecuadon logs, 
Sugerenda para ejercido 13; fcacer un camblo de base en la primera ecuadon. 

Rdcuerda cjiie 1 » log 10; 2 - log 100 3 = log 1000 
Sugerencla para ejerckio 16 
Recuerda que - nr = (k + n)(k - n) 

Sugerencia para ejerddo 10 

Destomponer los nOmeros en potendas de base 2 y aplicar las propledades de bs logaritmos* 
Luogo .se divide n mfembro a miembro la segunda ecuacidn enfcre la pr-mom. 

_ 


■ iimn i 


3,8 ApUcaciones de las ecuaciones exponenciales y 
logaritmicas, 


En la expreslon SOD = SSOe* 0,0 ' despejar t 
-0,8t 


500 

250 


250e 


2 - e 


250 

Ojfit 

-0 r 8t 


(Dlvldiendo ambos mlembros entre 250) 


In 2 ^ In e 

In 2= -0,8 t 


[Aplirantfo logaritmo natural a ambos miembros) 
[Porque In e* =x. Proptedad de fogaritmos naturales) 
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Propfedades de I os logaritmos 


t = — (Despejando t) 

B UjO 

0,6931472 

t - —-——-(Obtemendo In 2 en la ralculadora) 

- 0,& 

t = - 0,3«5736 

EjempEo Se tlenen 200 gramas da una sustanda radfactlva qLie decae a raztin de 4% per 
hora, 

a) iCuaito tiempo ha de transoLinir para que $6lo queden ISO gnamos de sustantia radlactlva?, 

b) ^En cuanto tiempo permanecerin s6lo 50 gramos desustanda radlactlva? 

c) Calctlar el tiempo que tarda la cantlcfad Inlcfal de esta sustancla radlactiva en decaer a la 
mltad de su cantidad. A ese tiempo transcunido se te da et nombne de vfda media de la 
sustanda. 

Solution 

Antes hemos estudlado que el modelo de decafm lento exponencla! vlene dado por la expneslcn 
siguiente; A = 

Aa: represents la cantidad presents 

A: represents la cantidad presents despu^s de transeurrido un tiempo t 
r: represents la raz6n de decredmlento por unldad de tiempo con r > 0 

Para tratar de calcutar el tiempo transcurrido en el cual decaer 200 gramos hasta iso gramas 
consider amos en fa expresion A = 200 y Ag - 150 y tratamos de despejar t. Recu6rdese que la 
tasa de decredmlento de 4% debs ser convertlda a su forma decimal, por lo que r - 0,04* 

Sustltuyendo A, y r la ecuacion del decalm lento exponential inidal se transforma en: 

(Ecuatiun initial) 

(Dlvfdiendo ambos rniembros entre 200) 

(Dlvfdiendo ISO entre 200) 

(Aplicando logaritmo natural a ambos miembnos) 

( Aplicando Ea propiedad In e x = xj 
-0,287682 

_ - —:-= 719 

-0,04 -0,04 

t = 7,15 Koras 

Se tarda 7,19 Koras en decaer desde 200 grames hasta ISO gramos, 

Resuelve las partes bye 


150 = 200 e 


■QtQtt 


iso -wt 
= e 


200 


0,75 = e 


-0,04t 


-0,04t 


In0 f 75 = Ine 
In 0,75 - -Q t 04t 
In 0,75 












UN ID AD I FUNCIONES REALES 


CAPUULO 3 


Propledades de los logaritmos 



EjerrtpEo 3 

En un laboratorio de Bioan^lisis se Uene que inlcialmente en un cultivo existen 2000 bacfcerlas. 

Sabiendo, que el numero de ell as se duplica cada hora, fa cantldad de bacterias despu^s de 

transcurridas t floras es posible determinarlo a traves de fa formula N = 2000(2)-, donde N 

represents el numero final de bacterlas. 

iCuanto tiempo ha de transcurrir para que el cultivo crezca hasta 30.00Q bacterlas?, 

Solyg^ix 

De acuerdo con la expresidn se tendra que: 

N = 2.000[2) t 

30,000 = 2.000(2/ (Sustituyendo por N = 30.000) 

log 30.000 = log[2000(2^] (logaritmo a ambos iniembros de igualdad anterior) 
log 30,000 = tog 2000 + bg 2 l (logaritmo de un producto en el segundo mtembro) 
tog 30,000 = bg 2000 +■ t log 2 [ logaritmo de una potentia en el segundo termfno) 
bg 30.000 - log 2000 & Nog 2 (Alslando el termina que contiene t] 
f log 30.000 ‘ fog 2000 {De ^ ]ancbt) 


4,4771 - 3,1030 
0 r 3010 


(Obtenlendo los logsritmos eon la ealculadora) 


t = 3,90 horas 

Esto indica que en 3,90 boras el cuEtivo tendra 30,000 bacterias. 


CSfculos para e! Interes Simple y el interns compuesto 

En las finanzas, los bancos usan las formulas del interns simple y del inters compuesto para 
tabular el interes genera do en las libretas y ojertas en gen eral. 

La formula del Meres compuesk j vlene dado por la expresbn siguiente: 

A ~ P(l + — ) nt 

' n 

P: cantidad de dlnero Invertido 

b: cantidad de dlnero existente despues de transcumdos t a nos 
r: tesa anual 
n: numero de veces anual 

Si la composition es trimesbral sera n = 4 (porque sen'an 4 voces aJ ano). 

Si la composition es mensual sera n = 12 (porque sedan 12 voces al ado). 

Si la composition es dlarla seri o - 365 (porque serf an Jos 365 dias del afb). 

Si la composition es semestraf n - 2 (porque serian 2 veces el ano), 

Recordemos que si la esta dada en forme de percentage debe tonvertirse a so forma 
decimal, dlvidiendose entre 10 D. Si es el 6% se transforma en 0,06, si es el 1,2% se transforms 
en 0 r 012. 
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cAPrrui-o 3 


Propledades de los logaritnrws 


Ejemplo 4 Se tiene inici-almente un capital de ICO .000 Bs cclocados a! 9% compuestos 
diariamente, iCUanto tfempo ha de transcurcir para que el capFEal se dupiique?. 

Solution 

Si utllizamos la formula expuesta antertormente debemos sustituir por bs siguientes valorem 
P = 200.000, A = 100,000, r - 0 r Q8 y n = 365 

z 0,03 \365t 

200.000 = 100,00 Q(1 -t ■ - ■ ) 

365 

2 = 1,00021918^' (Dlvidlendo am bos miembros erttre 100.000) 
tog 2 “ 36St log l,000219 IS (Aptlcando logarltmo a am bos miembros) 

t l0 ^ r _^ 

305 Ing 1,00021918 t ^ 8,5B 




ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


Resuetve cada unc de los problems sque se te presents n a continuaddn 

1. En la expresbn P j= P Q e kl despejar t. 

2. En la expresion P = lOCe* * 1 2 3 4 * 6 7 8 9 10 11 despejar t. 

3. En la expresion A = A*e ki despejar k. 

4. En la expresion In y - In x = 2,3 despejar y. 

5 .La intensidad de luz que pasa a traves de cierto medio esfca determmada por la formula 
siguEente: x - k(ln r 0 — In I). Despejar I„ de la ecuacion 

6. La expresion para esbudlar la action de una mobcula de proteina es In M - In Q - In (t - Q). 
Despejar Q de dicha expreslcn. 

7, Los bancos proporcbnan creditor con interes compuesto sobre una base continue, donde la 
cantidad P exlstente en la cuenta en cualquier instants t piiede ser calculado a travfe de ta 
expresion del credmlento exponential P = Pee” sienefo P c el capital invertido inrdalmente y k 
la tasa de interes, Calcuiar cuanto dernpo tarda la cuenta en duplicar so valor si la tasa esta al 
20% y se invlrtbron Inicialmente 30.000 0s. 

8. La formula estimada para vender cl numero N de unidades de un cierto producto particular 
viene da da por la expresion N = 400 + In a, siendo a !a cantidad de dinero invertido en 
promotion para el el producto, a) Si se han invertido 1.500.000 Bs en propaganda, 2cuates ban 
de ser las cantidades de venta esperada? b) zCuanto dinero se debe invertlr en propaganda 
para alcanzar la venta de 1600 cantidades del producto? 

9. Se tiene un cuttivo aiya cantidad inicial de bacterias es 4500, determinar ien qu£ momento 
el nOmero do bacterias del cirltivo $er£ de 50.000.7 La expresion ss N = 4.500(2/ 

10, La cantidad. A, de 200 gramos de cierto material radiactivo que se conserva despues de t 
ahos se puede determ bar usando la expresion A = 200(0, SCO) 1 . dCuando quedaran 40 
gramos?, 

11, Haz use de la formula del interes compuesto analizada previamente al ejemplo 4 y resuelve 
el sigiriente problems: 

Si se tnvierten 300.000 Bs a I 6% compuestos diariamente, tabular Lcuanto tiempo tardara la 
cuenta en dupliearse? 
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CAPITtJLO 3 


Propiedades de los logarEtmos 


12, Si 80 gramos de una sustantia radiactfva tarda 100 anos en decaer hasta 80 gramos, 
icuanto tiempo tardara Lina tantidad de esta sustantia en decaer hasta su quEnta parte, 
Recuerda la ecuatidn de decalmbnto exponentials 

13, En qunnica se ha deflnldo el pH (potential de hidrdgeno) de ana solution con la expnesion 
sigulente: pH = - log[H 3 Q + ] donde [HjO + ] represents la concentration del ion de htdranlo en la 
solution (medFdo en moles por litre), El pH es una rnedida de la addez o alcalinidad de la 
solution, El agua, que es natural, tlene un pH = 7. Las solutions por debajo de 7 son acidas, 
nientras que aquetlas por endma de 7 son alcalEnas. iCu^l es el pH de un jugo de naranja si su 
concentraddn de Ion de hidronio es S,B2.1Q' 5 ?- cCual es la concentration de bn de hidronio en 
una solution con un pH - 9,1?, 


Respuestas 



94 
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Propiedades de \os logaritmos 


Actividades complementanas 


1. Demostier la slgufente igualdad: log, (p 2 - q 2 } - log, (p- q) 4 log, (p + q). 

2. EstabEece en cada caso la expresion de x correspond lenfce; 

log 4 c.+ log 4 d 


a) log, x - 3 log^ a + 2 log, b - 


b) Erl x = 3 In a + 2 In b - 1/2 In c 


c) log x = -(3tog a - 2 tog b) - 7(Jog c + 4 log d) 




Rl a) x 


a J b 


b) x- 


aV 


Vcd Vc 

3. Resolver las eouadones slguientes: 


C) X* 


m 

W)’ 


a)^- (")' 2x 


b) \Qy *f>sl7 - 49 2 C) 'Ish'feS = (-) 1 '* 


ft: a) x = 5 b) x = 3/4 c) x = 31/16 

4. Hallar la expresidn da log x que corresponds a cada ora de las igualdades slguientes: 


, f 3a 2 b\2 

a) x= t-r- J 
c Q 


b) x - 


Wo* 


m 




c) x 


JibT 

i d s 


c) 


5. SabEertdo que log 2 = m, express en funcidn de m: 

a) log 1600 b) log ?0,0002 

R; a) log 1600 = 6m b) log log ^0,0002 = - 2m 

6, Resolver las slguicntcs ecuadones: 

a)3 to ' 1 - 3* = 18 b) 2.3 2 ** 1 =l-3 x l c) J<T 2it+6 " ^ 


c) 109 (jig) 


3 


C) | og( i ^) i =Zlm-6 


d) 25.5 
d)x - -6 


R: a) x = 2 b) x = 0 

7. Resolver las slguientes ecuadones: 

a) log 4 - 2 log 5 + 1og(x + 1) - — tog S = i 

c) tog(x + nfe> + log(x - JS) ■ 1 
ft; a) x - 124 b) x - 8 

8, Resolver losslguientes sistemas: 


c) x = 6 


c)x=^ 


to) log x 3 - tog 7 * + 8 - log 2x 


d) fx - l)log 2 + log 8 = log 4 
11 


d) x - o 


a)J 3^ . 3' y = 81 

log x + log (y + 12) = 1 
Ri x - 1 y = -2 


1 


3*- y = 81 
5x -h 2y = 5 
R: x = 3, y - - 5 


c)f lcgx + 
[ 3 log x - 


log y = 1 
- 2 log y “ 3 
R: x = 10’ y = 1 
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propledades de Ios logaritmos 


LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS 


Histaria de ios iogaritmos 

Henry Briggs y John Napier, 

dste Ultimo llamado tamWen Neper - 
de ah f el n ombre de neperianos dado 
a Ios logaritmos - fueron quienes 
dicron in Ido al uso de Ios logarltmos. 
Resperto al primeno, su nombre fue 
usado para denominar a Ios 
logaritmos decimoles o de Briggs, 

Neper fue un matematico esraces 
(1550-1617) nacido en Merchiston 
Castle, cerca de Edimburgo qulen fue 
educado en St Andrews para luego 
continuar sus estudios en Ios Patses 
Bajos, Francla e Italia. 

Tuvo una destacada actuation 
debido a su teorfa sobre Ios 
Eogaritmos, metodo este que fue 
capaz de reemplazar procedi mientos 
aritmetioos de Ios que habfa 
dependido hasta esa epoca la 
resolution de Ios mas senclllos 
problemas trigonometricos. Tambien, 
cntre otras obras, se dedico a 
trabajos de ttigenomeirfa esferica y 
las conoddas formulas que llevan su 
nombre dan fa expreslon de Ios 
angulos de un triAngulo esferico, en 
funclon de la amplltud de Ios ladosy 
pueden set caiculados a traves de 
loga-rEtmos- 

Hatiendo uso de las propiedades 
de Ios logarltmos fue como se 
oonstruyd una send I la maquirci de 
calcular llamada regia de catcuto, la 
cual fue reemplazada posteriormente 
por [a calculators de bolsilb, debido 
a su gran versatilidad. 

En ella se usaba el tagaritmo de 
un pnoducto como la suma de Ios 
logarltmos de Ios factores y el 
logaritmo do un cociente como la 
diferenda de Ios Eogaritmos del 
divJdendo y del divisor. 


4Que es la escala de Richter? 

Es la escala utilizada para medlr las 
magnitudes de Ios ternemotos en funcidn 
de la amplltud de las Oridas superficial^ 

Fue el investigador C. Richter (190D- 
1935) quien la Introduce en 1935, 
definiendo la magnttud M de un 
terremoto en funcion de la amplltud A de 
sus ondas superfiaales asf: 

M = log A + C, 

C represents una constante que 
depends de das factores: el periodo T de 
las ondas registradas en el sismografo y 
de la dlstancla D de este al eplcentre, en 
grades, siendo 

C = 3,3 + 1,66 log D - log T 

La magnltud M as una medida 
logan'tmica 

Supdngase que tenemos dos slsnrws 
cuyas magnitudes son Mi = 6 y otro de 
magnitUrd M 2 = fi. 

En el primer caso log Ai + C - 6, y 
en el otro log Ai + C^e. 

Restando se tiene que: 

log Aj - log Ai = 2 

log(A 2 / AO = 2, de donde 

Aj “ 100 A[ 

Es dedr el segundo es 10D veces mas 
Intense que el primero 
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3. - Determine el numeric N, nedondeando a tresdgitos significabvos. 

a) tog IV ^ 2,0000 b} log N = 3,8202 c} log N = -3,104 d) log N = -1,06 

e) log ft = -0,3936 f) log N - 1,9330 g) log N = 1,4143 h) log N = -0,5902 

Respues tas 

a) 1Q0 b) 6610 c) 0,000787 d) 0,0871 e) 0,404 f) 85,7 g) 13,900 h) 0,257 

4. - Usa tu calculadora para determiner Ids valores de los Jogaritmos naturales (neperianos) 
Redondea a cuatro ciftas decimales. 

a) In 50 b) In 302 c) In 0,0038 d) In 120 e) In 2,25 f) In 45,37 g) In 40 h) In Z700 
Respuestas 

a) 3,9120 b) 5,7104 t)-5,5726 d) 4,7875 e) 0,8109 f) 3,8149 g) 3,6889 h) 7,9010 

5. - Determiner el valor de N. Redondear los va lores a tres digitos signtficativos 

a) In N = 1,6 b) In N = -2,63 c) In N = 0,632 

d) In N = 4,96 e) In N ^ 3,81 f)\nti = 2,995 

Respuestas 

a) 4,95 b) 0,0721 c} 1,88 d) 142 e) 45,1 f) 2 

Calculo iogaritmfco. Logaritmo de una expression numerica 

ApficandD las propiecfades de los logaritmos y hadendo use de la calculadora desarrollemos las 
sfguientes expresiortes numerlcas: 




(apllcatxlo logaritmo de una raiz) 



(logaritmos de una stima y de un codente) 






= -0,1356 
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7.2 2 $85 

- 3 | 0 g — _2- (logaritmo de una poiencla) 

^6 

= 3[ log (7. I 1 Jss") - togJZfT ] (fpgaritmo de un cociente) 

= 3 [log 7 + log 2 1 + log^fBS^ -log Jiff] (logaritmo de un produeto) 
= 3 [log 7 + 2 k>g2 + log -log JET] (logaritmo de una potencta) 

e= 3 [log 7 + 2 kig 2 + J-logBS - —log 26 ] (logaritmo de una rafz) 

= 3log 7 + 6 log 2 + log 85 - —-log 26 ( propiedsd distributive) 

3 

= 3. 0,8451 + 6< 0,3010 + 1,9294 ‘ — - 1,4150 
- 2,5353 + 1,806 + 1,9294-24225 


- 4,1482 


Luego se terwJr^ que: log 


7. 2* ^85 

^26 


3 

= 4,11482 


Efcafcufo logaritmico . Antiiogantmo 

Antes hemos anallzado que es poslble, dado el logaritmo de un nOmera, obtener el numero. 

Si usamos oorrectamente la ealoufadora obtenemos que; 

Si log N = 3,440909 entonces N - 2759 
$i log N = 2,547774 entonces N = 352,9 * 353 
SI log X = 1,9294419 entonde&X = 85 
SI log X 3 -3,096991 enhances X = 0,008 

A esto es necesario agregar que es poslble calcular el valor numerico de una expresidn 
aplicando las propiedades de los logaritmos y final mente buses r el antllagaritmo* 
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UN I DAD I FUNCIOTMES REALES 


CAPITULO 3 


Propredacfes de los logarithms 


Ejemplo 

Calcular por logaritmos la slgulente express 


j3U?'.^S9j 

fiffi 


Saluddn 


Llamemos x = 


$317# 


SI aplicamos Jogarlfcmo de base 10 a ambos tnieFnbros de Ea igualdad se tendr* que: 
J32,H .^59,3 


log x = log 


og x = bg |~j32 r 14.^59,3 - log ^3I7,G (apliondo Eogaritmo de un codente) 


jog x - log ^3244 + Cog ^3 - log ^317,6 [apIkandD logarithm de m products) 
log x = ^- J°9^ 7 jL (aplicando togaritmo de una rafz) 

\ogx= 1,5070459 + _l r 773P547_ _ 2,5013305 ^ buscando | w jogaritmos en la calcufadora) 
2 3 4 

log x “ 0,7535229 + 0,5910182 - 0,6254701 (efiectuando los cedents comespondfentes} 
log x - 0,7190709 

x = 5,2369 (buscando anHIogarfbno) 



1 * (jsa tu calculadora, y las propiedades de los logaritmos, para calcular oada uno de los 
sfgutentes valores 


a) b ) !o 9 2 " 51 


0 log 



c> In 


2 3 S 


d) log 7,514^63,49 


e} In 


[ 40.562 
V 0,046 
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UNI DAD I FU N CION E$ REALES CAPTTULO 3 


Propledades de Ids logarftmos 


Respuestas: 

a) 0,4682 b) 2,301 C) 3,3423 d) 1,5164 e) 6,5497 f) 1,6401 g) 2,5393 h) 1,4939 


2 - Calcular por logaritmos las sigulentes expreslones fes necesario obtener el rcsultado 
buscando el antjlogaritmo) 



e) 


h) 


J (834,5) 2 .(0^)74S6) 3 5,25^25 

| (0,00875243)^.(952,4) 2 ’ (3,5)3.^455" 


SffT 

9) 1,45 . -^—.(0,26)3 




. 

" 

j (7,8) z .0,508 

'! 

5.^0,02 -(0,03) 2 

8,2. (4,5)3 

I 2,4.0,70.0,9344 

1 0,04.11.^0,05 

| 3,8.7,3 


Respuestas _ 

a) 39,26 b) 10,0908 00,9687 d) 5,2369 e) 37,8506 f)0,0679 g) 0,0128 

h) 2,1432 I) 0,1863 J) 80,7470 


3. - Dados log 4 = 0,6021; log 7 = 0 r 8451; log 5 = 0,6990 y log 9 = 0,9542, haz uso de 
^stos valores y las prapledades de los logaritnics para calcular cada uno de los logaritmos 
siguientes sin irsar la calcutodora. Sugereitria: descomponer los numfcros en sus factored 
primes, En caso de deomales escribtrios como una fracdon que tenga como denominador to 
unldad segulda de ceros. 

a) tog 28 b) log-S- c ) tog 112 d) log 2,25 e) log 252 f) log 49 
g) log-^L h) log^7- i) log «0 j) log 400 k) tog jwa 

49 bj 

Respuestas 

a) 1,4472 b) 1,1972 c) 2,0493 d) 0,3121 e) 2,4014 f) 1,6902 
g) 0,4632 1) 2,6020 J) 2,6021 fc) 1,3495 _ 

4. - Dados fog 1 « 0,3010; log 3 = 0,4771; log 7 - 0,8451 utilrar fas propledades de los 
logaritmos an osar la calculators para determiner los valores de tos siguientes logaritmos: 

a) log 5 b) log 2100 c) log d) log 4,9 3 e) log ^10,5 f) log * 2 
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UNIDADI FUN CIO WES REALES 


CAPITULG 3 


Propiedades de los logaritmos 


Respuestas: »} 0,6990 t» 3,3222 c) 0,2077 d) 2,0706 e) 0,3404 f) -2,7744 

5, Sin usar la raleuladora, y aplicanda la definldon de logarltmo, detertntnar: 

a) log 1 b) log 10 c) log 0,1 d> log 0,01 e) log 4lQ f) log g) log Vl00 

Respuestas 

a) 0 b) 1 c) - 1 d)-2 e)9,5 f)-l 9)1 

6. Jsa la calculators y obtiene el valor be x en cada case. Apllca las propledades de los 
logariEmos, 

a) 117 = 0,0001 b) 2,15 = 4 s e) 3,25 s = 10 d) 4,18 = 0,01^ e) 2 K = 35* f) log 216 - x 
R_x = -4 R; x = 0,552 R: x = 1,953 R : X = - 0,3105 R: X - 0 R: x = 3 


3.4 La formula del cambio de base 

Si se conoce el logarttmo de un numero x en una base a ( iog a x ), podemos conocer su 
logarttmo con alguna otra base b { logb x ) a traves de urna formula Hamada 3«s f6rmula del 
cambio de base, Esio se ftaoe porque un logarttmo con una base dlstlnta de 10 o de e, no 
puede ser evaluada directamente con la calculadora, 

Tratemosde deduclr la formula que nos permits hater dicha cambio de base, 

Para elb partimos de la expresttn sigulente: 

log^x = y.- ( I) 

Si estrlblmos la expresion anterior en forma exponential nosqueda que: 


b ¥ =x 


log ^ - log x(apllcando log a en a mhos miembros) 

El 13 

y log b = log x (aplicandc en el primer miembra logaritmo de una potenda) 

log x 

y =- - — (divEdiendc ambos mlembros por leg* b) 

log b 
5 a 

Sustituyendo y, de !a ultima expresion, en (I) ncs queda que: 


l0 9jj x - 


log^ b 


SI conocemos los logaritmos en una determinada base 3 f a = 10 ) es posibte calcular el 
logaritmo de x con una nueva base b. 

Note sc que’’di vidimus el logarttmo base 1 a de x entre el logaritmo base a de b" 

En el caso de los logaritmos naturales o neperianos es poslble utilizar el mismo protedEmtento 
As! por ejemplo, si deseamos evaluar In 29<1og e 20), se puede sustituir la a por e y lax por 20 
en La formula siguiente: 
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UNIDAD I FUN CLONES REALES 


CAPfTULO 3 


Propledades de tos Fogarltmos 


log x - 
3 


logx 

logs 


Entonces In 20 - 2,9956. 


log 20 - 
6 


log 20 
loge 


1,3010 
0,4343 “ 


2,9956 


SI bustamos In 20 en ura ca IcuFadora encontraremos tin valor muy cercano. 


Para hacer una evaluation cfe los logaritmos nature les usando los logaritmcs comunes 
utlHzaremos la formula siguiente: 


In x = 


logx 

0,4343 


Ejemplo 1 

Utilizer la formula del cambio de base para cteterminar fog^ 24 


^ log 24 JJW2 
]oq 3 2A=: log3 " 0,4771 


2,8929 


Luego log^. 24 - 2,8929 


Ejenipfo 2 

Emplear la formula del camblo de base para encontrar leg 2 S 



lags 
Fog 2 


0,69897 

0,3010 


*2,3213 


Luego iog^ S = 2,3213 


— 


Ejemplo 3 

Encontrar el in 82 


Ln 82 = 


log 85 
loge 


1,9294 

0,4343 


*4,442$ 


ACTIVIDADES PARA RESOL VER 


1- Usa la formula del cambio de base pars caFcular los logaritmos. Expnesa las respuestas con 


cuatro ded males.. 
a}bg 3 7 b)log 3 e 

9) k>g 9 ““ h) log 2 20 


c) log 3 
72 

i) log^ 0,0049 


j) log 5 0,463 


e) log ? 4 f ) I ogy 5 
fc) In 20 £) In 0,046 


m) In 27000 
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UNIDAD 1 FUNCIONES REALES CAPfTULO 3 


Propledadcs de los bgaritmos 


Respuestas 


a) 1,7712 

b} 1,8920 

c)-i,OOOB 

d) 2,3219 

e) 0,71 f) -2,32 g) -0,18 

h) 13219 

ft 

1) -^,8411 

J)-0,4784 

k) 3,6089 

t} -3,0791 m) 7,9010 


3.5 Resolucidn de ecuaciones logaritmicas 

Cuartdo se determina el logarltmo de Lira expresion, dleha expresldn recibe el nombre de 
argumentQ del lagarftrno^ 

par ejemplo, 1og s 8 se dice que 9 es el arguments y en la expreslon tog w (3x + 2) se 
tendra que (3k 4 2) es el argumento. 

Si et argument© contiene una variable, se supondrS que el argument represents, un valor 


positive, 

Debemcs reccrdar que solamente existen logaritmos de nurtieros posltivos. 


Una ecu scion logaritmica es aquella en la cual la variable o incognita esta localizada dentro 
del argumento del logarifcmo ooomo base de un bgaritmo. 


Para resolver una ecuacidn logarftmica se aplican las propiedades de los logaritmos y se escribe 
la ecuaetdn dada en la forma log A = log B. De esta ecuactfn se pasa luego a la ecuacion 


algebraica A = B por ser inyediva la funcEon bgaritmica. 


Record emos algunas propiedades que nos ayudaran a resolver ecuaciones logaritmicas. 


1 ,- si x * y, entonces a* = a y 
2- Si a* - a\ entonces x = y 

SI x - y, entonces log x * log y (x > 0, y > 0) 

4. - Si log x = tog y, entonces x = y (x => 0, y > 0) 

5. - Si log s b = x entonces a* = b 

6. - Log a.b = tog a + lag b (logaritmo cfe un products) 


7- log — 
a.- log a" = 
9.- log^fa” 


Jog a-log b (logsritmo de un codente) 
(logarltmo dc una potenda) 
(logaritmo de una raiz] 


n log a 
log a 


10.- Si In x = it entonces e* = x 


La resolucidn de ecuaciones logaritmicas exige convertirlas en otras en la que no aparerca la 
funcibn logaritmica. Esto es posible hacerse de una de estas dos formas: 


* Transformer la ecuacl6n en otra de la forma log A = tog B, logr^ndose que A = B, y 
resolver esta ultima ecuacton, 

* Trarsfbrtnar la eeuaciorc togaritmica en otra de la forma log 3 x - M, que equrvale a x = a , 
y resolver esta ecuadon. 
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UNI DAD X FUNCIONES RIALES 


CAPTTULO 3 


Pnopledades de lo$ logaritmos 


Ejemplo 1 Resolver la ecuaddn login (h + 3) - 2 

h + 3 = 10* (escrlblendo la Igualdad en forma exponential) 

h + 3 = 1CKS 


h = 100 “ 3 (despejando h) 
h - 97 

Como el dominie de una funcldn logantmlca esta restringldo con e! fin de obtener logarltmos de 
££££»neces-to verifier caalquler aoludfin poslble - la ecuac,6n dada. 

En este case para el valor de x encontrado se tendra qua log id 100 - 2, la cual es cierto. 


Ejempla 2 Resolver log* (p + 4) - logi (p 3) ^ 3 


l M = 3 (apllcando en el primer mieTnt.roel logaritmo de un oxLente. Propledad 7) 

2 p -3 

P * j_ - 1 3 (escriblendo !a igualdad en forma exponential) 
p-3 

SI resolve mos la ecuacion nos queda que; 

P + 4 = S(p — 3) 

F + 4 = Bp-24 
p - Bp - -24 - 4 
-7p -*28 

Para verlficarla Bustituimos p = 4 en el mlembno de la izqulerda de la eaiadin 
quedandonos que: 

logs 8 - logs 1 

3-0 (porque logs 3 - 3 y logs 1-0) 

3 

Esto indlca que la tgualdad se verlflca para p - 4. Luago p = 4 es la s oMftn 

logs (n + l) 3 - 4 

(escriblendo la ecuaddn en forma exponential) 
(desarrollando 2^) 

(Extray endo rate cubica a ambos miembros) 
(despejando n) 

(perque ^Ig~ = = 2^2~) 


Ejemplo 3 Resolver la ecuaddn 

(n + l) 3 -2 4 

(n + l) 3 = 16 
n + 1 = ^IT 

n = fT *1 
n = 2^2~-l 
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UN If) AD I FUNCIONES RE ALES CAPtTULO 3 


Pnopiedades de los logaritmos 


Verification 

Para hacer la verification sustituimos n = - 1 en la ecuadon Initial, quedandonos que: 

b 92 [2p ~-1 * l ) 3 = logj( 2 ^ 2 ~ f = tog 2 ( 8 , 2 ) = 1 og z 16 = 4, 

Aqui tarn den se verifica la igualdad, Indicar do nos qut d valor n - 2$Z~-l es el cerrecto. 


Ejemplo 4 Resolver la ecuaddn lag x +■ log (x - 3) = 1 

log x + log (x - 2) - l (escrlblendo la ecuacbn original) 

log x (x - 3) - 1 (aplicando bgarltmo cte tin producto) 

log x (x — 3} — log 10 (ponq'ue log 10 = 1) 

x(x - 3) - 10 { pcrque si Eog x := log y enforces x = y, Pnopiedad 4) 

x 2 „ 3x k io (aplfeando propledad distributive) 

x* _ 3 X _ io = o (tg ua la ndo a tend) 

(x - S)(x 4- 2} - 0 (factorizando) 

k + 2 = 0 o x - 5 - 0 L > X “ “Z o x - 5 

Veriflcadon 

X = - 2 no es una soiudbn porque al reemptazar x por “2 se obtlene d logarltmo tie tin nOmero 
iiegatlvo, lo cud no es posible. 

SusHtuyarnos porx - 5 eri la expresibn logan'trrica original 
log X + log (x — 3)- I 

log 5 + log (5- 3) = 1 (sustituyendo por x * 5) 
log 5 + tog 2 = 1 

log 5.2 = 1 (aplicando logaritmo de un producto) 
log 10 = 1 

1 = 1 (log 10 = 1} 

Esto indica que x - 5 sf satlsface la ecuadon y coma consecuenca seri una solution. 
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UNIDADI FUNCIQNES REALES CAPITUL0 3 


Propledades de los logarttmos 


Ejemplo 5 

Despejar x de (a igualdad dgucente: logb (8 - x) - logb (2 - x) = logt 3 
logb (8 - x) - \oqt} (2 - x) = logt 3 



8 - x 
2-X 


= log b 3 


(aplicando logaritmo de un ootiente en el primer miembro) 


O M y 

-- 3 (SI log x - log y entonces x = y. Propiedad 4} 

2- x 

a - x - 3(2 - x) (multlplicando por{2 -x) en ambcs miembros) 


S - x - 6 - 3 k (apl lea ndo propiedad dlsbri b utiva) 

-x + 3x - 6 - 8 - ► 2x - - 2 -► k = -1 

Ohservemos, que aun oiando x = -1 es un valor negative, es una solucion viable* 
Verificacion de que x - -1 es la solution, Para elo sustituimos per x = -1 en la eaiaddn 
original 

logb [8 - (-1)1 - loa> [2 - (-1)] = logt 3 
logb 9 - logb 3 = logb 3 
9 

iog b —~ log b 3 


Ejemplo 6 

Resolver la siguiertte ecuadon logaritmica logu (3x + 2) - logb [2x - 3) = 0 


lopb (3x + 2} - logb (2x ~ 3) - 0 



3x+2 
2x -3 


0 (aplicando logarltmo de un ccdente en el primer mlembro) 



3x + 2 
2x-3 


s, %i 


(porque logb 0-1) 


3x +2 
2x - 3 


(si log x = log y entonces x = y. Propledad 4) 


3x + 2 - 2x - 3 (multlplicando ambos miembros por 2x - 3) 

3x - 2x - -3 -2 (agrupando la variable en d primer mlembru) 
x = -5 

Veriffeaddn: lo^b (3x + 2) - logb (2x-3) = 0 

logb [-15 + 2] - logt, [-10 - 3] = 0 
1og h [ - 13] - log b [-13 ] ^ 0 


Como d togaritmo de un mlmero 
negativo no exlste, debemas 
descartar la solucitin x = * 5. 

La ewaodn no dene sducf6n. 
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UN ID AD 1 FUNCIONES MALES 


CAPITULG 3 


Propledades de los logaritmos 


Ejemplo? Reviver la ecuacidn logan'tmfca tog —— 

1 

Saberros que fog 10 2 = -2 tog — - = -2 
Sustltuyendo en la eoiacldn -2 ~ log i0‘ J nos queda que: 


= - 2 


log- 


2t + 3 
1 1 


loglD 


-2 a 


2t+ 3 


- 10"^ (si log >£ “ log y eritonces x = y) 


2t + 3 100 


(porque 10 2 = 1/100) 


2t + 3 * 100 
2t= 100 -3' 


2t-97i 


AI verificar eneontramos 
que se cumple para el 
valor x - 97/2 


t = 97/2 


Ejemplo 8 

Resotver la ecuaddn log (x ^9*) - log x - 6 - 0 
tog(>j |O9X )-logx-6 = 0 

log x .tog x - fog x - 6 = 0 (apflcando togaritmo de wna potencfa) 

(log xf - log x - 6 = 0 [leg x . log x * log^ x = (log x) a l 
Hagamosun cambig de variable hadendo log x = U, qued£ndonos que: 

U 1 - u - & - o 

(U -3)(U + 2) - 0 (factoriaando) 

U - 3 = Q o U + 2- 0 U = 3 O U = -2 

Si sustituimos en la expression tog x = U nos qneda que log x — 3 o log x = -2 


Si log x - 3 
x = 10 5 
x = 1000 


Si log x - -2 
X = t0 l 
x -0,01 


77 




































UNIDAD 1 FUNCIONFS REALES CAPfTULO 3 


Prapledades de los togaritmos 


Ejemplo 9 

Resolver log ^x + 14 + log Jx +7 - log 1,2 = 1 

log Jx+W + log ^x + 7 - log 1,2 - 1 (escribiendo la ecuaclon original) 
log Jx + 14 + log + 7 - log 1,2 - log 10 [pcrque lag 10 - 1) 
log( Jx + 14 , Jx + 7 ) - log l r 2 = log 10 (apllcando togarltrmo de un producto) 

Jx + 14 . Jx + 7 

log-S——■——-- tog 10 (apllcando logarltmo de un cociente) 

Jx + 14 *Jx + 7 

5 -= 10 ( propledad 4, SI log x = log y ententes x - y) 

1,2 

jx +14 Jx + 7 = 1,2.10 (multiplicands ambos mlembros por 1,2) 
^x+14 ^x + 7 = 12 

(x + I4).(x + 7) - 144 (elevando ambos mlembros al cuadrado) 

' x 2 + 2lx + 9B - 144 = 0 (desartoltondo el panentesfs e iguafandb a cero) 
x 2 + 21x - 46 = 0 

(x + 23)(x - 2) - 0 (factorizando) 

X + 23 = 0 6 X-2-0 *=> x = -23 6 x = 2 

SI hacemos la verification para ambos vatores encontramos qua la solution es x = 2 


Ejemplo 10 

Resolver la ecuaclon In (x + 1} - In x = 2 

Para resolver Pa ecuaclon fn (x + 1) - In x = 2, debemos aplicar las propiedades de los 
logaritmos. pudlondose escribir: 



x +1 

Esta expnesion es equlvafente a e s ■ 

Por tante x. e ? = x + i 

Agrupando x en el primer mtembro y satando factor comiin nos queda que: 
x (e s - l) = l de donde x “ —=■— 
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UNI DAD I FUNCIONE5 RE ALES 


CAPmJLQ 3 


PropledBcfes de Ids logarttmos 


1 


I 


ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


Resolver cada una de las slguientes ecuaciones logaritmicas. En case de no tener solm; tones 
reales indiquelo, 

1) 1093 4 + 1033 * = 2 2) 2tog 5 t = togs 49 3) ]og 2 1 - log 2 [t - 2) = 3 

4) log 3 + log x + tog x 2 = 3 5} logs (2x + 7) - logs (x -1) - logs (x - 7) 


6 ) 1094 x -1094 (X - 4) = log-i (x - 6 ) 7) -‘-!og 3 X - l 09 3 (x - 6 ) 8 ) log* (k + 1 )’ = 3 


9) log (2x - 3) * 1 = 3 
[og(5x' 6 ) 


11 ) 


logx 


-2 (x*l) 


10 )Log 

12 } 


2- 5x 


2(x -E- 8 ) 
log(3x - 4) 


■- o (sugerencla: hacer 0 - log 1 ) 


logx 


log( 5 x + 6 ) 

-2 13} —-— = .ogx 


14) log* k + log* (6 - k) = 3 (sugerencia: escrlbase 3 = iog a 2 3 } 

15) log 2 ^TiT-l = log 2 ^rr 16) 9i0flgX r log|x -2 

17) \og(7x - 9f + log(3x - 4) z = 2 (Sugerencia: escribase 1 = tog 2 2) 
18} log x = 2 + -i-(logl$ + log S - 2fog5) 19) log ^t + 14 + log jt + T = \ogl,2 + 1 


20 ) tog(35-t 3 ) _ 3 2 i )l 0 g (a lo 9 X 1 .| og( 2 lotlx ) = togx x 22) In (x +1) - In X = 1 
J log(S -1) 

23) 10 ln * a 5 24) 2x Inx - 3x = 0 25} togVx +1 - Tog-Jx =* toglOOO 

en el ejercicio 16 hacer uso de la formula del camblo de base para transformer 
logg x en togj x y luego hacer an camblo de variable llamancto logs x = k. 


Respirestas 

1) x a 9/4 2) t = 7 3) t = 16/7 4) x = 5 S) X “ 10 6) x - 3 7) x = 9 8 ) k “ 3 

9 ) x = 13/2 10 ) x - -2 11 } x = 3r x = 2 12 ) no hay solution 13) x = 6 

14) k = 4; k = 2 

15) t = 2 1®) x = 81 x = JT 17) x = 2 O X = 13/21 18} X = 43 19) C ^ 2 

20)x^ 3 o x - 2 21)x - 1 o x = 0,6020 22) x = ~ 23)x = e log5 

24) x= ^ 
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UNIDAD I FUNCIONES REALES 


CAPtTULO 3 


Prupiedades de los logaritmos 


3,6 Resolution de ecuaciones exponendales 

Una ecuaclon exponential es aquella que contiene una variable como mo de sus 
exponents. 

Veamos la resolution tie algunas ecuaciones exponentiates: 


Ejempln 1 Resolver 3 + 4 =1 

La idea central es tratar de que ambos mlembnos de la iqualdad puedan ser expnesados eomo 
potencias do la misma base, para luego resolverla por simple igualadon de bases. 

3 x 2 -4x4 4 =1 

3 x 2 - 4x4 4 = 3 0 (hadendo 1 - 
^2 _4v 4 4 = 0 (porque sf a r = a £ entonces r = 5 ) 

(x - 2) 2 - 0 (facto rizando) 

x - 2 = 0 [extray endo rafz.tuadrada a ambos mlembros de la agualdad) 
x ■ 2 

Ejemplo 2 Resolver = ^4 n+ ^ 

Aqui deben expressree las raices como exponents fractional™ y luego expresar como potencias 
Iguales de la misma base, 

^2 n+s = ^4 n+2 

Escribiendo las rafces en forma de exponente fraccionario se tiene que: 


[i+S n+2 



St escrlbimos 4 como 2 1 en el segundo miembno nos queda que: 
n-h5 2r>44 

2 ~ = 2 ~ 


n 4 5 2n 4 4 
2 3 


(igualando exponentes) 


3(n + 5} = 2(2n + 4) (EllmErvando denomfnadores) 

3n + 15 = 4n + B (Aplicando propiedad dlstribUHva) 

3n - 4n = 3 ~ 15 (Agrupando !a variable n en el primer miembro) 

-n = -7 
n = 7 
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UN rDAD I FUNCIONES REALES CAPfTULO 3 


Propiedades de Ids logaritmos 


f jemplG 3 Resolver 4-2 = 35 

In esta ecuad6n generalmente se haee m cambio de variable que conducird a una ecuacion de 
segundo grado, 
k k+i 

4 -2 =35 (escrfblendo la ecuad6n original) 

- 2 k+1 - 35 (porque 4 k - 2 2fc ) 

(2 k - 2*\z - 35 [Hacienda 2 k * (2 k ) 2 V ^ k+1 s ^2 ] 

Hacemos un carnbto de variable y llamemos 2* = U, pudtendose escribir que: 

IJ 1 - 2U a 35, de doncfe U 2 - 2U - 35 * 0 {U - 7)(U + 5) = 0 


U-7 = 0 


0 U + 5 = 0 


U-7 


U = 7 


U + 5 = 0 


U= -5 


Susdtuyendo U = 7 en 2 k = U nos queda que 2 k - 7 
* 2 k = 7 

De berms resolver la ecuatidn exponential, que corra observances no tlenen la tnisma base, per 
lo que deberms apllcar logaritmo a ambos miembros de la Igualdad; 


K log 2 = log 7 (apiicando logaritmo de una potencia) 


El valor U = - 5 sustituido en 
que 2 k > 0 siempre. 



k = 2,8074 


2 k = U nos da 2* = - 5 f indldndonos que no es postal e, puesto 


n n+1 n+2 n+3 

Ejemplo 4 Resolver 3 -3 -3 +3 =144 

En este case se bene una ecuadon exponenclal que posee terminal semefantes. 

Debemos fcratar de descoimponer las potendas de tal forma que tomemos un factor comun. 


Veamos: 

n n+1 n+2 n+3 
3 -3 -3 +3 

n n n 2 n 3 

3 .3 3- 3.3 +3 -3 

n n n _ Ji 
3 -33- 9,3 + 27.3 ■ 


3 (1-3-9+ 27) = 144 
3^.16 = 144 


= 144 

= 144 (Pescouiponfendo en producto de potendas de Igual base) 
s 144 (DesarTcllando 3 2 = 9; y 3 5 - 27) 

(Tomando 3" factor comun) 



(Despejando T) 

2 ,_- 


n 

3 -3 


n = 2 


SI 
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CAPrtULO 3 


Propiedades de los logaritmos 


Ejemplo 5 

Resolver 3 = 3*. 5*" 1 

Nctese que no es poslbls expresar ambos miembros como potencies de fa misma base. 
Per esta razdn debemos aplicar logantmos a ambos miembros de la igualdad 
log 7“ _1 .4 K + 3 = log 3^ 5 3 * -1 

Si aplicamos lagaritmos a ambos miembros de fa igualdad te nemos: 

(x^ 1 ) log 7 + (x + 3) log 4 = 2x log 3 + (3x - 1) tog 5 

x log 7 - log 7 ■*- x log 4 + 3 log 4 = 2x log 3 + 3x log 5 - log S (Propledad distributive) 
x log 7 + x log 4 — 2xlog 3 ** 3x log 5 — log 7 — 3 log 4 — log 5 {agrupan-do terminos) 
x(tag 7 + log 4 - 2fog 3 - Slog 5} = Cog 7 - 3!og 4 - log 5 (To ma ndo x factor comun) 


log? - Slog4 - log5 
x ~ Iog7 + log4-2tog3-3log5 

Si usamos urta calculadora para 
operations obtenemos que; 

x = 1,03 


(Despejando x) 

obtener fos logaritmos de los numeros y efectuamos 


ACTIVIDADESPARA resolver 

Resolver cada una de las ecuationes exponential es: 


1) 2* +2 * =-i- 2) Z"'*-8 


X 4-2 x 2t t 

x -3 - p x+i * - 4 s 15 *) 5 * 3.5 +2-0 


/ S-fc 3 - k _ 
S) Ja =0 G) 


■fr.'i 


2t+5 t t-1 t-2 „ 

a 7)2+2 +2 -7 


8) 2 


k ’ 1 + _!_.S 9)2* +3 + 4 X+1 = 320 10) 4*+2^-80 =0 


X x+l 


fc-3 


^ 2 2k+1 = Jj_ 12) S 2k+1 =2.5 k+2 IS) - 2^+4*-35 14) 9* + 3* *12 




n+1 n+2 n+S n+4 

15) 2 +2 +2 +2 =120 16) 


i 


2t+i 

2 k-6 k-2 k 

= 2 17)7 = 3 .5 


2t*3 


J~£T 3k-l 2x-5 h+1 3h+2 4h+3 

lfl)|9 =3 19)0,2 -0,0016*0 20) 2 .3 *4 
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UNIDAP H TRJGONOMEmdA 


CAPfTULO 4 


Razones trigonometricas 



t 


i 


4.1 Definiciones previas 

La trigonometria es fa rama de la matiematica que estudia las reladoncs numericas encre los 
lades, y los anguine de los triangulos. 

Un angulo es la portion del piano Ijmitada por dos semirrectas que poseen un origen comm 
lado terminal 

■►A 

LadO initial 



El origert □ es el vertice def angulo y las semfrrectas OA y 
OB son los lados del angulo, 

OA es el lado inScJaF OB es el lado terminal 

El angulo AOB = a se genera mediants la rotation del 
lado OA hasta el lado OB. 

Los Angulos pueden denotarse con letras del alfabetn 
griego:cg |3, 5, y, 6 

Tarrrbierr puede denotarse ZAOB que se lee corao angulo 
AOB, 




tin angulo es positive si OA se rota c-n sentido tonirario a I giro de las maned Has del rebj haste 
OB. Figure 4.1(a) 

Un Angulo es negative si OA se rota en el mfsmo sent’do del giro de las maned I fas del reloj has¬ 
te 03. Rgura 4.1(b) 



lado Inldat 
Rgura 4.1 (a) 



A lado initial 

/ 

angulo negativo 


a 


lado terminal B 
figure 4.1(b) 


> 


Figure 4.1(c) 


Si la rotacbn es complete, en el sentido contraries a las manedJIas del reloj, se tendra un Angulo 
cuya medida sera de 360 11 , con los lados iniefal y final coinddicndo. Figure 4.1(c) 


4.2 El angulo y su medida 

Cuando mediinos un Angulo lo gue reafmente hacemos es ver que parte de la notation total ha 
recorrfdo el lado terminal:. Mlentras mayor sea d rccomdo de/ lado terminal, mayor ha de ser el 
angulo. 

Las medbas de los angutas pueden ser expresadas er ef slstema centesimal, el slstema sexagesh 
maty el slstema radian. 
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UNIDAP II TRIGONOMETIUA 


CAPrRJLO 4 


Razones trigcmcnTietrtcas 


Et sfstema centesimal, es 1/400 parte del anguio complete. 

El ststema sexagesimal es aquel er el cual el drailo se fragments en 360 dlvEsiones llamadas 
grados, EStes, a su vez f se subdlvlden en 60 minutes y cada uno de estos en 60 segundos, Id cual 
Jndica que usando este slstema un anguio puede ser expresado en grades, minutes y segundos. 

El si sterna radian, llamado tombien ststema circular, es aquel en el cual el circub se fragmenta 
en 2 tt radianes, 

Un radian es el anguio central de una circunferenda al que le corresponde un arte de longltud 

igual al radio 

Para hacer una conversion entre grade sexagesimal y el radian bastara con recorder que 360 de 
un circuit) equivalen a 2% radfanes, lo cual es equivalente a dedr que: 


180* = ?c rad fanes de donde 1 Radian - 


En general dedmos: 


Para converter de grades a radianes multlpJicamgs el valor del Sngulo en grades per 
Para convertlr de radian** a grades se rmittiplfca d valor del Angulo en radLanes por 160% 


Ejeitiplnl Expresar en radianes Ids siguientes Angulos: a) 120 b) 135 c) 270 


tt i70°n ? 

120° - 120® —— = = -n radlanes 

ISO 0 ISO 0 3 


135 s = 135°.— - = i^-n = 4nradianes 
180° ISO 0 * 


270° - 270° + —^T- = 27 ° 0 - n - §n 

iso 0 ieo° ^ 


n 


Ejemplo 2 Expresar en grades Ios siguientes ingufos: a) — 

n n 100 ° iso 0 


a) 


A 4 n 4 
2H 2n 180° 360° 


= 45 E 


V ^ 

C) -zrH 


3 

S-tt 


n 

iso 0 


3 

540° 


= 120 ( 


-108° 


b) 


2U 


.3U 

Z)~f 
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UN I DAD II TRIGQNOMfTRIA 


CAPfrlJLO 4 


Razones trlgonom-etricas 


' rabla mostrando las medidas correspondientes en grac 


grados 

30 

45 

60 

rad lanes 

:i/6 

ic/4 

n/3 


90 


120 

135 

150 

180 

270 

360 

2ie/3 

3ie/4 

5n/6 

n 

3n/2 

2ti 


iz}2 



1. Cwlerte en grades cada Angulo dado: 

a)ir/6 b>/3 c)-5jc/Z d)lln/6 e)3*/2 fJn/4 g)2n/3 h)llic/6 i)^t/2 

2, Convierte en radianes cada angulo dado: 

a) iso* b)-m° cjie" d)-4Q* e)2io* f)eo° 

g)135* h)210* r) —150 & j) 20° k) 450 c /)-75° 


Respuestas 



4.3 Los tnangu/os especiales. 

Durante el estudfo de la trlgonometria hanemos use de algunos triangulos especiales, nelacionando- 
lo$ con sms Angulos. Como dJjimos antes, la trlgonometria e$ la rama de la matematica que e^t Li¬ 
dia las ndadones numerlcas entre los fados y los angulos de Ids triangulos, 

Un trlangulo rectangufo se caracteriza por que tiene un angulo recto, donde los fados que for- 
man e! angulo recto se Hannan catetos y el lado opuesto al angulo recto recibe el nombre de htpo- 
tienttsa. Este es el lado de mayor bngitud de los tres< 




Hgura4.2 (a) 


Hgura 4.2 (b) 



Figura 4.2 (c) 
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UNIDAD U TRIGONOM ETRIA 


CAPirULO 4 


Razones trigonometricas 


E[ teorema de Pitagoras, aplicado a un triangulo rectangulo, dire asi: 

En un triangub recfcAngulo el ouadrado de la hlpotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los 

catetos __ _ _____ 

De acusrdo con el enundado y observando la figura 4,2 (a) podemos escribir la relation asi: 


Z 2 - X 3 + Y 2 



z = Jx 2 +y 2 


En todo triangulo rectangulo sus angulos agudos suman 90 . Esto se puede traduefr didenljp que 
los angulos a y |1 en el triangulo rectangulo son Angulos complementaHoa, podiendose esdjbfr: 

a + |J == 90° j ^ 

Un triAnguEo Isosceles se caratferiza porque tlene dos lados Igtiales, tal como el mostrado cn la 
figura 4 2 (b), Los (ados m y n son de igual longitud y s lado de longitud diferente a m y n, 

Notese, que los angulos { 5) en los vertices de ta base son iguales, 

En e | triaguto isosceles la altura h es medians y mediatriz. Ella divide a la base s en dos partes 
iguales, 

Un triangulo rect Angulo is6sce1es se caraterfea por que tas angulos iguales miden 45 cada 
uno, tal como se muestra en la figura 4.2 (c) 

Si se aplica el teorema de Pitagoras al triangulo 4,2 (c) se tendra que; j 



La soludon negative se rechaza porque no existen longitudes negativas, Luego la bfpotenusa sera 
de longitud x = s4l 


Un tri Angulo equllatero se carateriza porque sus tnes latfos tienen la mlsma longitud 

B 




La figura 43 mueStra un triAngulo cuyos 
tres lados son Iguales (equitatero). S 
triangulo ACB es un triangub reding uta 
cuyo lado AC - h/2 y el lado AS - h. 

AplbandoPttAgoras en el triangulo ACB 
se ttene que: h 2 = 0^) 2 + x 2 de donde 




^ a ,u/.-i . j h 2 4 h 2 “h 2 

2 - h* -1*^>* -1»* — y-— :— 

. 

'-.v ^ 

.7 ■ 


y z - de donde x = ^ 

4 * 


/ 

/30° i 

\ 

30°\ 

h/ 

x \h 

a gg* r 

Nv 

60° \D 

n/2 < 

: h/z i 

- 

h --—►= 


Figura 4,3 


Et triAngulo equllatero ADB corrsta de dos trlanguios rectangulos (ACB y OCB). 
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CAPTTULO 4 


Razortes trlgonometricas 


ari . * H i nalJ i„ rectanqulo 30° * 60* el lado opuesto al angulo de 30 D es !a 
SK XS" a V e!l"d 0 opu^ al angulc de 60* (en este ca*> >0 mide la witad de la 

hipotenusa multiplicado por S ■ 


activwabes para resolver 



f)p=4S* AC-BC-3 cm 

2) Usa al teorema da Pitagoras y ca.aula la diagcnal da los rectaagulos cuyos lados widen: 
a)y = 3an x=4an b)y = 21cm m-28cw __- - 



c)y=12cm x = 15 an d)y = 6an x = 8 cm 

■ . r 

R'eOScm b)35cm c) 3'/41cm d) 10 an , 

si «>i!■«"» *» “• a™*""* *»”■*• “ cul " >»“»“"■ 

drada R: 20^ cm. 
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UNIDAD H TRIGOMOMETRIA 


CAPrTULO 4 


Razones trigonometricas 


6) Urta vara de madera tiene SO m de altera y esta elevada sobre un terrene piano* Si el la, por 
facto del viento, se rompe en un punto su extremo toca el sueto a 16 m del pie, 2 A que atfelira se ha 
roto? R: 161/15 m 

7) Un albanil apoya una escatera de 5 m contra un muro vertical. El pie de la escalera esta a 2 m 
del muro. Calcula un valor aproxlmado de la aEtura a la que se encuentra la parte superior de la 

escalera. Ri 7)V21m 

3) Se tienen dos torres, una de 30 m y otra de 40 m de altura repectivamente, separadas entre si 
50 m! Si desde et extremo superior de cada una se coloca una cuerda haste un punto entre las 
bases de Las torres, iEn que punto entre las bases deben atarse las cue-das para que estas posean 
iguat longitud?, Ri 32 m y 18 m 

9) Se tiene un trapeclo isosceles (tiene dos lados iguales ) cuyos lados midan 14 cm, 5 an, 6 cm y 
5 on. Calcular la distancia entre las lados paralelos. R: 3 cm 

10) Un paralelepipedo tiene 16 cm de largo, 12 cm de ancho y 4,5 cm de alturaXalcular el valor de 
una diagonal. R: 20,5 cm. 

11) El eateto menor de un trlangulo nectongulo mide 11 m y la hlpotenusa 1 m m£s que el otra 
cateto.Halfar la longltud del otro eateto. R: 60 m, 

12) El perfmetro de un triangulo isosceles e$ 160 cm y la altura correspondiente al lado desigual 
mide 40 cm, Calcuiar la Idngitud de los lados Iguales. R: 60 cm, 

13,8 perfmetro de un triangufo recto ngulo mide 36 cm y uno dc los catetos 12 cm. Halfar los lados 
restentes. Recordemos que e! perimetro es fa suma de tostadOS R: 15 cm y 9 cm, 

14, El perfmetro de un triangulo rectanguto mide 70 cm. Si la hlpotenusa mide 29 cm, tcuanto mi- 
den Eo$ Otrcs lados? R: 20 cm y 21 cm. 


4.4 Las razones trigonometricas en el trlangulo rectangulo, 

Aqw analtzaremos la trigonometrfa de un triangulo rectangulo general, es dedr, trlAngubs que no 
sean el triangulo rectangulo Isosceles, ni ef trlangulo rectangulo de 30 s - 60 s . 

El prooeso que utilizaremos solo puede ser aplieado a los angulos agudos, es dedr, angulos com- 
prendfdos 0 y t^2. 

Consideremos el trlangulo rectangulo de referenda, el cual es visto desde la pempectlva del angulo 
agudo oi ( a < 90*)., Flguras 4.4 y 4.5 



Tomando en consideration el triangulo ABC y el Angulo agudo a pueden definite las razones trigo¬ 
nometricas en el triangulo rectangulo asf: 
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Se llama seno de a a la razxSn entre et cabeto opuesto BC y la hipotenusa AB; 

BC cateto opuesto 


sen a- 


AB hipotenusa 




a 

sen a = - 
c 


Se llama coseno dea a la razbn entre el cateto adayacente AC y la hipotenusa AB 

AC cateto adyacente 


cos a= 


AB 


hipotenusa 


b 

cos a -- 
c 


Se llama tangente de a a la razor entre el cateto opuesto BC y e! cateto adyacente AC. 


BC cateto opuesto 
tg ot=— - 


AC cateto adyacente 


. 3 
tag a = - 
b 


Observation: si las longitudes de Jos lados del triingulo son proportionates a otro triangulo con el 
mismo angulo a, es important* reconocer que las razones sen a t cos a y tag a son caracterfsticas 
de un angulo &, y no dependen dftfas longitudes de sus lados. tQue signifies esto?. Veamos: 

Los triangulos ACB y ADE semejantes, razon esta que e$ corroborada por dos criterros vlstos en 
geometric que dlcen: ' 

* Dos triangulos reetangulos son semejantes si ttenen un angulo agudo IguaL 

* Dos triangulos rectingulos son semejantes si ttenen Eos catetos proporcionales. 

Esto verifica que I os lados homotagos son proporcionales, pudtendose escribir que: 


B£_ ED 
BA EA 


- sena 


AC _ AE 
AB = AD 


=.= COS Gt 


BC ED 
CA * AD 


— = —^ tgu 


Partiendo de las razones anteriores podemos deffnir las razones trigonometricas nadprocas de la 
manera siguiente: 

Se llama cotangent* de a a la razon entre el cateto adyacente y el cateto opuesto: 


AC _ cateto adyacente 
a BC cateto opuesto 

Esta as la redproca de la tangente 


cota = - 
a 



Se llama secant* de a a 9a razon entre la hipotenusa AB y el cateto adyacente AC 

AB hipotenusa 


sec a - 


AC cateto adyacente 


sec a = ^ 


Esta es la redproca del coseno 
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Se llama cosecants de a (esc a o cosec a) 3 la raion entre Is hFpctenusa AB y el cateto opuesto 
BC 


AB hipotenusa 

msec a - — = ——-— 

BC cateto opuesto 


Esta es la redproca del seno 


1 

sen a - — 
esc a 


► 


c 

esc a - - 
3 


La secante, la cosecante y la cotangents son denomlrtadas fundones trigonametiias recfprocas , 


4.5 Razones tngnnometricas de angulos complementarios 

De la mlsiria forma que hemos deflmdo el send y el coseno para el angub a, tamblen es posible 
hacerlo para el £ ngub p* Estes angulos son compfementarfos, par to que puede escriblnse que 
a + p « 90° de donde a - (90 fl - P) o p-(KT-a) 


Observando el tri^ngulo de la ffgura 4.6 y de- 
flnfendo para et anguto p se ttene: 
cateto opuesto b 
“ c 


I hlpatenusa 


.(I) 

J 

.*3) 


tag p 


cateto adyacente _ a 

035 ** ” hipotenusa ” c 

cateto opuesto b , TtT . 

cateto adyacente a 

Hemos vfeto que para el Angulo a se tlene: 

3 , . 

sen a. * - £V ) 

£ 

cosa .(V) 

C 

tag* .~(Vi) 


cct a = - 
a 


...(VI) 



... .... .Jfo# 

‘J v ’ * &&£ 

_ 



Es importance aclarar que las 
razones trigonom4trlcas son 
adimenstonales, ya que estin 
definidas como el codente 
entre dos longitudes. 


Si obsetvamos y comparamos las relaciones (I ) y (V ) se bene que sen p = cos a 
Si observamos y comparamos las relaciones {II) y (IV ) se tiene que 


cos p = sen a 


SI observamos y comparamos las relaciones (III) y (VII) se tiene que 


tag p = cotg a 
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Como |3 - (90" - a) las nelactones anteriores pueden tamblen escn'birse de la srgurente forma: 


Expresados coma 9D° Expresafl OS CQmo ?t/2 


sen { 90° - a ) = cos ot 


sen (rr/2 - a) = cos a 

cos ( 9Q D - a) - sen a 


cos (it/2 - a) = sen a 

tag ( 90° - a ] * cotg a 


tag (n/2 - a) = cotg a 


Estas reladones tambien son llamadas relation es cofunclonales, dldendose que la fundon tri- 
goncJinetrica de un angulo es fgual a la cc-fundOn- trigonometries del angulo complementario 

Eri general podemos decir: 

SI dos angulos son complementarlcs , el seno de uno es fgual al coseno del otro, la tangente de 
__ uno es igual a fa cotangents del ofro _ _ 

Veamos algunos ejemplos que nos ayudaran a adarar lo antes didho; 


1. sen 30 u = cos 60° 2, sen 56* = cos 34" 3, cotg 34* = tg 56" 

4. tg78 a = cotg 12" 5, cos 26" = senG4° 6. sen 32" = cos (90° - 32°) = cos 34° 

7. cos 54 s = sen (90" - 54°) - sen 36* 8, cos n/3 - sen {k/ 2 - itf3) = sen s/6 

9. tag n/4 = cot (it/2 - n/4 ) = cot n/4 18. sen n/5 = cos (rc/2 - n/5) = cos 3m/10 


Ohtengamos otra expreston para fa tangente da un angulo 


partimos de la observacion del triingulo de la figura 47 
Por defi melon de tangente podemos escribir: 

. a 

rag a = t~ 

b 

Si dividfmos el numerador y d denominador de 
una fracdon por un mismo numero distinto de 
oero, ella no se altera. 

Dividiendo por c nos queda que: 



tag a = 


■(A)- 


Tambien sabemos por definition que - = sen a y T = cos a.(B) 

L 


Sustituyendo (8) en (A) nos queda que: 



■(C) 
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1 1 cos a 

For otro lado corno cot a - -- - se tendra que cot a = --= -- 

tag cs sen a sen a 


Luego nos queda que 


cos a 


cot a - 


se n a 


ill fr-p-r-i 


COS <Z 

...«( D) 


De acuerdo a las dos ultimas retadones { C) y E D ) podemos decir: 


* La tangente de un angulo es IguaE aE cociente entre el seno y et coseno de dlcho Ingulo, 

• La cotangents de un anguto es ig-uaE al cociente entre el coseno y el seno de dlcho angulo. 


4.6 Identidad fundamental de la trigonometria o retacion pi- 
tagdrica 

GonsEderemos el triangub recta ngulo mostrado en la figura 
Apliquemos el teorema de Pifcagcras a dlcho triarguloi 


c 3 = a 2 + b 2 



Si dividimos ambos miembros de la expresion anterior por c 1 se tsndra que: 


f I -i? 

—-r-y de donde 
c 2 c 2 c 



(I) 


Por definition sabemos que sen a = — 


cos a - — 
c 


a * 

sen 2 a - II ) 


7 b 2 
COS' CL = — 

c £ 


.(in) 


Siistituyendo (II) y (III) en ( I ) se obtfene que: 1 = sen 3 a + cos 1 a 


sen 1 a + oos 2 a - 1 

|_3 relacion anterior es oonodda con el nombre de Identidad fundamental o relation pi tag ori- 
ca e indica que: 

| El seno al cuadrado de un angulo mis el coseno al cuadrado del mlsmo angulo es igual a la unidad 

Observations 

Puede notarse que (sen a ) 2 - sen 2 a y sin embargo sen ^ * sen 3 a 
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U M ID AD II THIGQNOMETRIA _ CAPITULO 4 _ Razones trigonometricas 

Si en la relation deducida anteriorrnente (sen 2 ct + cos 2 a = 1 ) divldfmos ambos mfembros entre 
sen 1 ot nos queda que: 

sen 2 ct oos 1 a 1 

—- + — —- 

sen 3 a sen 2 & sen 3 a 

Si repetimos el proceso y dividimos am bos miembros de l a expresion sen 2 « + cos 2 & » 1 entre 
cos 1 a nos queda que: 

tag 3 a + 1 - sec 3 a 


1 + cot 2 a = cosec 2 a 

_—- 



En esta actividad especial debemos retordar y adquirtr destrezas en las operaciones con rafces, 
razon por la cual debes realizar las operaciones que sc te indican. 


I. Efectuar las siguientes operaciones y simplifies r 
a) V2.V2 b)(3V5 ) 2 

V30 


e) 


V225 


f) 


m 


(m 2 +1) ; 


e)(3 4)(44) 

g) (24)^3 4 ) 2 


d) 4o.4s 
h) 20 4.42 


2. Demuestra la igualdad en la expresibn l* 


■4m -1 


2m 


(2m -1) 2 2m«l 


3. Demostrar la tgualdad en la expresidn 1 


4n J 


n (n 2 +l) 2 

4. Radonalizar y sltnpliflcar las expresiones slguienfces: 


n 2 -1 
n ! +1 


. 2 ., 3 24 

3) V5 > 4 ’ 34 


i) 


3-^2 

4^3 


e) 


14^2 

5i/7 


f) 


S-J3 

3-M 


g) 


14^2 

5^ 


4 ^ '’fH 


5. Efectuar y 

6. Resolver y simplificar las siguientes operaciones: 

8)460*4,® l»(4 + 4)<4-4) C) |Vb-1/4*J^ <1)4/27-542 + 4 

7. Demostrar que 2 t/6?(2^ - -Jl) - 44V6 - 16-J15 
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UNI DAD XI TRlGONOMETfd A 


CAPfTlILO 4 


Razones trigonometrlcas 


Respuestas 



4.7 Cafcuh de fas razones tngonometricas de an angufo dada 
una de effas. 

Aquiveremos como cbtener el resto de las razones partiendo del valor de una de ellas* 

r- : . r i, En este ejemplo se conocem las longitudes de tos lados del triangulc. 

Dado el triangulo de la figure, determinar los valores de las funciones trigonometrlcas del Angufo 

Soluciftn 

Debemos calcular el valor de la hipotenusa Z aplitando el 
teorema de Pitagoras 

f + $4i) 2 =12+ 18 =30 

z- V30 



Apliquemos ahora las definlciones de las funciones trigonometrlcas del angulo o 
3^2 3^1^30 3^60 _ S-s/lS Jl5 


sen & = 


V30 " V30.V30 " ^30^ 


30 



Observese que debemos raclonallzar los dencmlnadores y slmplificar 

2& 2^3 .VS) 2^90 _ gVTo _ VI 0 


cos <& = 


,/3o"^O.V3o” 30 


30 



tag 


sen(j> 5 s4is _ Vis _ Vis Vio __ Viso _ s Vs _ Vg 


oosd> ~ M sVIo M o 

~ 


10 


10 
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UNIDAP II TRIGQNOMETRIA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometricas 


cot d> = 


1 12 2V6 2^6 V6 

tg*“ = ^6 "* V6-VI ~ 6 ~ 3 
2 


“* ® = T 


sec 2 a> = l+ tg 2 -► set <& = 0. + tg 2 $ = = ^1 + |- = = 


Jm 

2 


sec tJ> = 




CSC 3>" 


1 1 S s-fis s4s jl5 

sen® ifiS-JE 15 " 3 


esc <J> = 


JlS' 


Si cos a b ^ calcular sen a , En este case se dan los valores de I os angulos- 
V3 

$olu cion 

Para calcular sen a usamos la Gdentldad sen 2 a + cos 2 a - 1, de donde despejaremos sen a 


sen 2 a - l~ cos 2 a 


t (Jz) 2 ^ Z_3-2_l 


(V3) 


3 3 3 


sen 2 a - - de donde sen 


am *'IP ± 73 


Tomamos el signo positive porque el angulo es agudo, esta entre 0 y 9G g 


1 ^3 V3 



Ndtese que hemos racionalizado el denominador. 


Ejeinplo 3 Dado sec x = —-— encontrar el sen x 

Solution 

Para encontrar el sen x detremos usar la [dentidad sen 2 a + cos 2 ot = 1 

Sr despejamos sen x nos queda que sen 2 x = 1 - cos 2 x de donde sen x = ± Vl cos 2 x.(A) 

En la expreslon (A) no conocemos cos x, pero si usamos el data conotido sec x podemos obtener el 
cos x a traves de la relation sfgulente: 








































UNI DAD II TRIGQNOMETRfA 


CAPHULO 4 


Razones trigonometricas 


x = cosx * <londe “® * = s«x 


Sustituyendo el valor de la sec x en (B) tendremos que; 
1 5 


cos x = 


4 J 2 4-Ji 


, 25 

cos^ X = — 

32 


-(B) 

..(C) 


Sustituyendo la expresldn ( C ] en (A) se tended que; 


sen x 




13 2-25 

32 


FL-JL V? 77 77.72 _7h 7h 

Y32 ” 732 = 4^2 = 472 = 472.77 4.2 " 8 



7 m 



sen x - — —- 
iJ 



~j | ~j~^ 

Ejemplo 4 Dado sen a - — 5 —, encontrar tag a, 

nrr +1 

Solution 

Como tag a = es necesaric eonocer el cos a, puesto que sen a es conocido, 

cos a 

Oetermlnemos cos a usando la relad 6 n sen 2 a + cos 2 a - 1 y despejando cos a 
cos 3 * - I - sen 1 a 


cos a 


= Vl - sen 2 a [extrayendo rafe cuadrada en ambos miembros) 


cos a 


! 4 m 2 2m 2 4te \ 

*= 1 -3!2L— (por que sf sen a = -j— ententes sen a = - 2 ) 

V (m 2 -f- 1) 2 m 2 +l + 1 ) 


cos a = 


|(m + 1 ) -4m f efectuanc ] 0 operacfones ctentro de la raiz) 
(m 2 +l ) 2 


cos a - 


m 


* + 2m 2 +1 - Am 2 - 2m 2 +1 


(m 2 + 1} 2 


(m 2 4-i ) 2 


rr) t a - ll™. factorlzando el nutnerador conto un fi'nomio de cuadradc perfedo 

^(m 2 + l ) 2 
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UN I DAO II TIUGONO M ETRf A 


caNtulo 4 


Razones trigonometrical 


cos a - 


(im 2 -1) 


extray endo rafz cuadrada 


Determ irtemos tag a 

Para eTo usamos la reladon tag a = 


sen a 
cos a 


2m 

a s +1 (sustiEuyendo sen a y cos a por sus expresiones co(respondientes) 

m z -1 
m z +1 


2m(m z + 1) 


(aplicando la doble C) 


tag a ^ 


2m 


[m 1 -1) 

Luego hemos obtenido las 


(simplificando por (m 1 +1) 
expresses para el cos a y para la tg a 



1. Qbsetva cada uno do los triangulos de !a figure y determine los valores de las funciones trigo 
nometricas del artgulo agudo Indicado en cada casa Simplifies y rscionaliza hasta el final. 






2. Dado sen a - ^ encontrar el nesto de las fundones trigonometricas del angulo a 

3. Sabiendo que sen a = 3/5 calcuiar tg a. 


4. Dado tag p = 

5. Sabiendo que 


3^2 

2^ 

sec b 


calcuiar 

. ^L 

” 2 J 3 


cos |5 y sen J3 
calcuiar sen <j> y cot 4 1 
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UNI DAD II TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometricas 


6. Sabiendo que cot a = 
to agudo a 


enoontrar los va lores de Ids demas razones trigonometricas del angu- 



m L ^ hi 

8. Sablendo que cos a = —=-—- encoritrar cot a 

rrr H-n’ 4 


2 m 


9. Dado tag « = —-— encontrar sen a y sec a 

rrr -1 

10. iCuif es el complemento de cada upo de Jos ingufos siguientes: 

a) 30° b) Sit/12 c) n/3 d) 70* e) 7rc/l8 f> ^/10 g) 46' h) 4*/9 i) 48* 

11. Expresa cada una de las razones trfgoromatricas dadas en fundon cfe $u$ angylos compfemen- 
tarios: 

a) cos 45° b) sen n/6 c) cot 2*/5 d) sen 46° e) cos rr/6 f) tag 2nf5 g) sen 72° h) cos it/3 
ij cot 42 ? j) sen tt/ 4 k) sen 64° 



tag 2 0 -cos z 0 


sec 2 <D + cot 2 0 


13. Sr cot <f? = 4/3 calcular el valor de fa expnesion 


sen 2 ®+ 2 cos 2 ® 


sec 2 ® »cst 2 ® 



tag 2 ® - sen 2 ® 
sec 2 ® - esc 2 ® 


15, Si tag tf> = ^3 calcular el valor de la expresion 


sen 2 ®+ cot 2 0 
sec 2 0 


+COS 3 0 


- : - r-: ;-- . . . • 

16 - Dado el trianguto de la derecha f 
calcular, las razones trigonometric^ 
seno y coseno del anguto a 



l - a 
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UNIPAD II TRIGONOMETRIa 


CAPITULO 4 


Ra^ones trfgonometrTcas 


Respuestas 


i} a) sen ct =3/5 COS ct = 4/5 tag a - 3/4 cot ct - 4/3 sec a = 5/4 


b)senp - 
<scp = 


5j61 

61 

Vgi 


cos p 


&RsT 

61 


V5T 


Vs! 


tag p = 5/6 cot p « -y sec |J = —g 
c)senfl=y CGS 0 =y^ tagG = 1/2 cote = 2 


sec e = y esc e = VS d} sen 4 = Vi cos ^ ^ tag «j* “ ~- 


2 J 3 

sect “ -y 

esc + “ 2 


V 


2) cos ct = y- 

3V? 

tagn= y- 

.. V7 

COt«=y 

4^7 . jr-j 

sec a ^ —— esc a — 4/3 

3) tag a = 3/4 

■vfll 

4 ) COS p = y~ 

„ vs 

senp = — 

5) sen ip - —— 

cot <|> = 

6) CSC a = 

■* 

Jiff ^5 

sen a « -?■=— tag ct = — cos a “ —~ sec a ■ 

5 j j 

4a 

3 

7) sen p = y 

cos p = 1/2 tag p 

= ^3 cotp 

= -y- sec p = 2 



J6 


0 ) sen a 


2 m rx 


ffl* +n 2 


cot a - 


m*-n 2 


m 1 +1 2m 

9 ) sec a - ——— sen a - 


2 mn m*-i m 2 +l 

I0)3)60 c b)n /12 c }*/6 d) 20° e)n/B f)2nf5 g)44 h)*/18 


11 ) a) sen 45* 

b) cos tt/3 

c} tag n /10 

d) cos 44* 

e) sen it/3 

f) cot */10 

g) cos : 

h) sen 

l) tag 40“ 

j)cositf4 

k) cos 26* 




5 

5904 

27 

25 


2 %'a 

1 -a 

1 . 2 ) -52 

13) ' 4375 

141 32 

liJ 48 

16) sen ct = 

- - cos a 

1 + a 

" 1 + a 
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UNIDAD U TRIGOMOM ETRXA 


CAPITULO 4 


Razones trigonom^tricas 


Resumcn de las Identkfades trigonometries s fundamentals 


r L cscx- 


1 


Las idenlEdades iwJpnaca* h 


2 . secx- 


Las iftentidades del cori-ente 


cot X » 


4. tag x = 


senx 

1 

cosx 
1 


tagx 

senx 
005 x 

cosx 


L 5, cot x =_ 

senx 

■ 

/ 7 7 h 

6, sen x + cos' x = 1 


Las irtentidades Prtagdrlcas < 


7. tag 3 + 1 = sec 1 x 


S. 1 + cot 1 x - esc 2 


Rerordemos que para cosecants puede esonbirse cosec o esc 

Simplification de expresfones tngonome tricas 

Antes de dar EnEdo al estudio de la demostradon o verlficacion de identkfades, debemos adquirlr 
destrezas en d proceso de simpllflraddn de expresses que sdlo contengan las reladones trigo- 
nometricas que nos fnteresen. 


Ejemplo 1 

Dada la expresEbn 1+ _*" expresarla en terminos de senx y cos x* 


sen 


1 + 


pjts x 

senx 


senx 

sen x + cos x 


(escrlbiendo cot x en funcion de sen x y cos x) 


jgb*_(efectuando la surma de fracclbnes en el numerador hallando m,cm = sen x) 


senx 


senx +cosx ^esarrollando la fracP6ri compleja) 
sen 2 x 

Kotese que nos quedo uns expresibn en terminos de sen y cos. 
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UNXDADI1 TRIGQNOM ETR1A 


CAP ITU LO 4 


Razones trigonom^trlcas 


Ejemple 2 Dada la expresldn 7 expresarla en termlnos de sen x y cos x. SfmpJIfTcar 


cot x -l 


1 - 


sen x 
co$ x 


COS x 


-1 


$enx 

cos x - sen x 
cos x 

cosx - sen x 
sen 


(escribierdo tag x y cot x en fiindon de sen x y cos x) 


( efectuando las fraodones en el numeradory denomfnador) 


sen x(oos x - sen x) ^esarrollando Ea fraccidn compleja (aplEcando doble c)] 
cos x{cos x - sen x) 


senx 

cosx 


[stmplifrcando per (cos x - sen x)] 


Ejemplo 3 Expresar (cot x + esc x)(tag x - sen x) en torminos de sen x y cos x 
Escrlblmos ootx, cosec x, tag x en funclrn de sen x y cos x, quedandonos que: 
senx 


/ OOS x 1 


v /cosx+lv / senx-senxcos Xv 

:)(—r: ' 501 x ) = ( _ H-nrr:- 


‘senx sen x' "cos x ' ’ senx ' ' cosx 

SE tomamos factor conmin sen x en el segundo parentesis nos queda que; 
cos x + K sen x(l - cos x) _ (cos x + 1)(1 - cos x) 


= <- 


■) 


sen x ' cos x cos x 

En la penultima expresidn hemos simpiffioado por el sen x 


, t , cos X 

Ejempio 4 Expresar en tdrminos de sec x y cosec x la expresion 1 + sen;< 

Sustltoyendo por fes identidades recfprocas tenemos: 

I i 1 l 

CSC x 


cosx 

1-senx 


secx 


secx 


secx 


sec 


CSC x 


1 + 


1 


1 - 


esc x + 1 cscx-l sec x(csc x + 1 ) $ecx(csox~i) 


CSC X CSC X CSC X CSC x 

Hallamos d mintmo comiin multiplo de los denominadores: sec x(cosec x + l)(cosec x - 1) y efec- 
tuamos la soma de fracciones, quedandonos q^ie: 
esc x(csc x -1) -s- esc x(csc x +1) 

sec x(csc x + l)(csc x - 1 ) 

esc x(csc x-l + cscx + 1 ) 

secx(csc*x-l) 

SI efectnamos operadones en el parentesis del numerador nos queda: 

esc x, 2 c$c x 2 esc* x 

seexfese 2 x - 1 ) secx(csc 2 x- 1 ) 


(Hemos tornado cosec x factor comun) 
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UNIDADII TRIGONGMETRIA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometricas 



1 . Simplifies cada una de las expresiones de tal manera que contenga sen, cos y constants, 

cot x + sec x 

ajootx,secx b) senSf (caTx + i) c) senx <0 


tag x + cosec x 


cot x + sec x 


e) 


f) 9) h) CSC 1 x - cot' X 


tag x + cot x ' csc z x-l “ 1 + tagx 

l, Simplified cada una de las expresiones de tal moners que contenga sec, cosec y eonstantes. 
sen x + cos x 


a) 


sen x - cos x 


cosx- + cosx C) (COS t - sen t) (cos t + sen t) 

I Hr sen x 1 - sen x 


Q j. 0 

d) (tag u + cot u)(a?s u + sen u) e) p cotB~ ^ x ( tag * + cot 

3. Transfomtense las expresiones dadas en otras expresiones equivalents escritas en terminos de 
sen t 


k sen 1 1sect . sec J t-tag 2 t 

b) 77777 C ) 


a) sent sect cot t-atft ^ ztarlt cosec^t 

4 „ Transformense las expresiones dadas en otras expresiones eqiwalentes escritas en termiros de 

005 U. 


a) sec u - sen u tag lj 


,, cot u tag u-sen z u , cot 2 u-csc^u 

D) 7T -- T—7777 C J 


2senu ootu 


sec u 


4,8 Demostracion o verification de identidades. 

Muestro objetivo esta fundamentado en la aplicacion de las ocho identidades estudiadas hasta aho- 
ra, y las teenfeas del algebra, con el fin de probar otras identidades. 

No exists en si un metodo general que pueda ser aplicado, pues, a rnedlda que trabajemos en los 
ejemplos inemos observando sugerendas de gran utilldad. 

Veamos algunas sugerendas t/fepara verifies r identidades: 


t Debe trabajarse Inldalmente solo con un miembro, generaimente el mas complicado, transform 
m^ndclo en la forma mas simple del otro. 

* Haganse sustitudones utlllzando las identidades basics A veces es de gran utllidad eseribir la 
expresibn en terminos de senos'y cosenos 

• Debe consrderarse la poslbfiidad de aplicar procesos algebra Icos oofno multipHcaeiones, factori- 
zaclones, comblnadon de fracdones en una fracdon simple y simpiiflcaclones de fracdones 
complejas, 
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I) MI DAD II TRIGONO M ETRIA 


CAPfTULO 4 


Razoncs trigonomfitrlcas 


EJEMPLOS 


Ejemplo 1 Demostrar la idenUdad 


tag x + cot x sec x esc x 


Sofuddn 

Intenterrws neesenbir el mtembno de la izquierda en terminos de senes y cosenos y luego simplffi- 
car: 

l _ I 

tagx + cotx “ senx , cosx 

1 J ■r - ■' 


Escribiendo en teeminos de sen x y cos x 


cosx senx 
1 

sen 2 x + cos 2 x 
cos x sen x 


Efectuando el denomlnador como suma de fracciones 


Luego 


cosx sen x 

sen 2 x + cos 2 x 
cos x sertx 


« cos x sen x 
1 1 


secx esex 
1 1 


Aplfcando doble c 
Aplfcando identfdad pftag6rfca en el dencmlnador 

Aplfcando propped ad redproca 


teg x + cot x sec x esc x 


esc x + sec x 

Eiempto 2 Demostrar la kJentldad ———-- esc x 

1 + tegx 

La expresion de la izqulerda results mas compleja, por b qua debemos infciar cm el la- Podemos 
expresarla en t4rmlnos de seno y coseno, para aplicar despues procesos algebratoos para obtener 
el segundo miembro- 


1 l 

+ 


CSC X + sec x _ sen x cos x 


1 +■ tag x 


i + 


senx 

cosx 


Escribiendo en terminos de sen y oos 


cos x + sen x 
sen x cosx 
cosx + senx 


Efectuando las operaebnes con fracdones 


cosx 

cos x{cos x + sen x) 
sen x cos x(cos x + sen x) 


Efectuando ia fraccbn compleja (doble cj 


senx 


= esex 
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UNTDAD n TRIGO NOM ET RIA 


CAPfTULO 4 


Razanes trigonometricas 


Ejemplo 3 

Demostrar fa identfdad sec x (cot x -1) + esc x (1 - tag x) - 2(csc x - sec x) 
Setecdonemos el primer miembro de la Sgualdad para llegar af segundo miembro: 
sec x (cot x -1) + esc x (1 - tag x) 


s sec x. cot x * sec x + esc x ■ esc x. tag x 


i ji 


J} I 


1 cos x i senx 

sec x + esc x - 


cosx senx 


senx cosx 


{Memos aplicado propfedad dlstrfbutfva) 


(Hemos sust'fcuido por $us Identidades) 


— - sec x + esc 
senx 


1 

x - -—» 
COS X 


55 esc x - sec x + esc x “ sec x 


= 2 esc x - 2 sec x 


= 2 (esc x - sec x) 


(Hetnos sfmpliffcado) 

(Aplicando identfefades neciprocas) 

-s 

(Suir-ando termfnos semejantes) 
(Tomando 2 factor com Cm) 


Ejemplo 4 


Demostrar la fdenlicfad 


1 + cot X 
CSC X 


1 + tag x 
sec x 


En la verification de la tdenddad trabajanemos cada miembro por separado. 

1, Inltiemos con el miembro de la izqurerda de fa iguaWad y escrlblmos cot x, cosec x en termfnos 
de sens x y cos x, 

cosx 

14 cot X _ + senx 
esc x 1 
senx 


sen x 4 cos x 

—- (Efectuando la suma de fracticnes en el numerador) 


senx 

= 5£nX ^^" j - CQS — (Efectuando la fraction compleja, dobfe c) 

- sen x 4 cos x {Simplifies ndo por sen x) 
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UNIDAD II TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 4 


Raiones fengonom&ricas 


2, Bcpresemos ahora el miembro de la denecha en terminos de sen x y cos x 

setix 

H-- 

1 + tag x _ cos x 

sec x 1 

COS X 

cos x + ssnx 

_ _ (Efectuando la sum a de fracriones en el numerador) 

oosx 

= rcsxtcosx + sen (Efectuando la fraccbn complete) 
cosx 

= cos x + sen x (Simpllficando cos x) 

Como hemes verifleado que cada lado es rgual a sen x + cos x se ooncluye que 

1 + cotx _ 1 Hag x 
esex sec x 


Eiemplo S Demostrar la Identbad 


^n L+ l ± CMy =2acy 
1 + cos y seny 


Partimoa desde el primer miemDro efectuando la suma de fracclones* Para elto obtenemos el m.cin 
el cual es sen y{l + cos y). 


sen ■ y i- (1 + oo£y)(l+ cosy) (Efectuando la suma de fraoebnes) 
sen y£l + cosy) 


* 5enZ -Y + t 1+005 [Porque (1+cos yXl+cos y) = (I+cos y) 2 ] 

sen y(l + cos y) 


_ sen 2 y + l + 2cos y + cos y e( C uadrado de una suma (a+b) z = a 2 + 2ab + b ] 

senyCl+cos y) 


= sen 2 y + cos 2 y + l +Zoos y ( Agmpan do para que nos quede sen 2 y + cos 2 y) 
sen y(i + cos y) 


_ _H-l + 2cosy_ (Porquesen 2 y + cos 2 y = 1) 

sen y( 1+ cosy) 


2 + 2cosy 
sen y{i +cosy) 


(Porque 1+1*2) 
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UN I DAD II TRIGONOMETRIA 


CAPXTULO 4 


Razones trlgonam&ricBS 


2(1 + cos y) 
sen y(l + cos y) 

2 

seny 

= 2 cscy 


(Tomando factor cornu n 2 en el mmerador} 
[Sfmpllftcando por (i + cos y)] 

(Aplicando identidades reefprocas 1/seny = esc y) 


cos 4 t-sen 1 1 


= cos t - sen t 


Ejempla ft Demostrar 

cos t + sen t 

Observemos que el numerador es una dtferencia de cuadrados a* - b* = (a 2 - b^ 1 + b 2 ) 



= ) Factorizando COS 1 1 - sen 1 1 

cos t + sen t 

= cos t - sen t Slmplif cando por (cos t + sen t) 


EjempTo 7 Demastrar la identidad (1 - tag x) 3 - (sec 2 x- 2tag x) 

Solution 

tamo puecte observarse, el mlembra de la derecha es m3s complete, por fo que debemos Inidar 
can el* 

Puede notary tamblfri, que el miembro de la izquterde convene tag x, razon par el cua! el mlem- 
bro de la denecha lo express rernos en fundAn de tag x. 


cotx-t 
cotx 


(sec 2 -2 tag —(1 +tag 2 * 2tag x) 


tag* 

1-tag x 

tagx 


r 


Ordenando los tfcrmlnos en el parentesas 


(1 - 2tag x + tag z x) Efectuando nesta de fractions 


tagx 


l 


_ tagx{l ^ Factorfzando el parentesis 

tagx 
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UNIDADII TRIGONOMETRfA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometricas 


= (1 - tag x) {1 - tag x) 1 Slmplific&ndo por tag x 
= (l - tag xf Efectuando el produce de dos binomios 

Hemes partldo desde el segundo miembro y hem os llegado al prime ro P demostrando la identidad, 


Ejemplo 0 

Demostrar la identidad sec x(cot x ~ 1) + esc x(l - tag x) - 2(cse x - sec x) 

Partimos desde el primer miembro apllcando la propledad distributfva en cada parentesis 

sec x(cot x - 1) + esc x(l - tag x) - sec x , cot x - secx + esc x - esc x,tag x 


Al aplicar las identidades reciprocas, y sustltuir tag x y 
queda que: 


1 cosx 
cos x senx 


- sec x + csc 


I sen* 
sen x cos x 


oot x por sen x/cos x y cos x/sen x r nos 


1 

senx 


1 

- sec x + esc x *- 

cos X 


(Simplificondo) 


= cscx“secx + cscx“secx 

- 2 esc x - 2 sec x 

- 2(csc x - sec x) 

Luego hemos demostrado que: 

sec x(cot X - 1) + esc x( 1 - tag x} - 2(csc x - sec x ) 


(Por rdentidades reciprocas) 
Reduction de terminos semejantes 
Tomando 2 factor tomun 



ACTIVWADES PARA RESOLVER 


Demuestra cada una de las sigufentes Identldades; 


L cOSa$eca=l 


2. cos os CSC a - cot a 3, cos 1 a tag 2 ct - 1 - cos 3 a 


4. cos a + sen a tag a = sec a 5. sen x + cos x cot x = esc x 6, 


7. 


= 2 tag 2 x 


CSC x -1 CSC x + I 
9. sec 1 ft + esc 2 ft = sec 1 ft * esc 2 ft 
11. cot 1 x - cos 3 x = cos 2 x .cot 2 x 
13, sec 2 ot - esc 2 h = tag 2 tx - cot 2 a 
cot x + tag x 


15, esc x - 


secx 


cos x 
cotx 


= senx 


B. 


1 


1 


- 2 see 2 x 


1 + sen x 1 - sen x 
10, (tag ft + cot ft) 2 = sec 2 ft .cosec 2 ft 
12. cot e + tag 6 ■ sec 0 esc 0 
14. sen x (esc x - sen x) = cos 1 x 
cot B - tag B 


16. 


senB + cos B 


= esc B - sec B 


I 
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17. 

CSC 4 ft - cot 4 ft - CSC 7 ft 4- cot 2 ft 

18. 

cos 4 ft - sen 4 a = cos 2 a - sen 2 ft 

19. 

(tag x + cot x) 2 = sec 2 x + esc 2 x 

20, 

tag 4 p + tag 2 p = sec 4 p - sec 2 p 

21. 

1 + sen* 1 - sen x 

- - - = 4 tag x sec x 

1 + senx 14* sen x 

22. 

cos 2 x cot 2 x = cot 2 x - cos 2 X 


23. (cot p + cos p) J - (cot p - cos p) 2 = 4 cos 2 p esc p 


^ 2 tag x 

24. + 


cos x + sen x 


1-tagcx 2cos x-1 cosx-sen x 

^ i - corx j, 2 

26. -— —~ 6= sen 2 x - cos* x 

l + CQt X 

sen A + cos B see A + esc B 


28. 


25. CSC 4 a - CSC 2 a = COt 4 a + COt 2 a 

27. tag 2 p - sen' p - tag 3 p sen 2 p 
cos x cot x cot x + cos x 


senA - cos B sec A ■ esc A 


29 


cot x ■ sen x cos x cot x 


30. (sen x + cos xf + (sen x - cos x) 2 = 2 (tag 2 x cos 2 x + cot 3 x sen 2 x) 

32i sen 4 p- cos 4 p - sen 3 p - cos 2 p 


31. 1 «* eotx-escxtagx ^^^ 
cos x - sen x 


cos x sen x 4 

33.-+ —--senx + cosx 

1 - tag x i - cot x 


_ „ cos x sen x 

34, sec X “ _ - -r + ■ 


2(1 + sen x) 2(1-cos x) 


4.9 Valores de las razones trigonometricas para los angulos 
de 30°-4&-6<f 


Para los Angulos tie 30“ (n/6) y 6(f (it/3) 



Apllquemos e! teorema de Pitagoras con el ot>jeto de 
obtener el valor 1 'de'la aitura ti, 

Para ello usaremos et triangulo del lado ^gtilerdo: 

= 4^1=3. 


Partimos de la construction de un trlangulo equll^tero (tres iados de fgual longitud) de lado 2 uni- 
dados, como el mostrado en la figure 4+8, 

AI set un triangulo equilatero los angulos internes mide cade u no 60 s , 

Al trazar la altura (mediatriz) correspond lente a la base, ella dlvMe al angulo def vdrtice superior en 
dos angutos ig nates de 30 s . 


Si en el triangulo rectangulo de la figure 4,8 aplicamos las relaclones trigonometricas para los Angu¬ 
los de 30° y 60° se tendra que; 
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„ 1 

a & 

rt l 

s 

sen 30° 

2 

cos 30 

tag30* » -f= 
& 

3 

sen 60“ = -- 

cos 60° - i 

s 

tag 60 

= V3 


Como 30* y 60 fl son dos angulos complementarios se tendr& que: 





Para efangufo de 45 (r/&) 

AquroonsEderaremos tin tri&ngulo rectangulo isosceles, con dos lados de longltud fgual 1 Ufildad 


cos 45 s = -p =* ■“ 
V2 2 


tag 45* - | - 1 


sec45° = -i = —cot45 e = l 

V2 2 


2^,J5 


Si los fades del trtangulo son de igual lorgh 
Lud es logico que los va lores de los ar.gutos 

opuestos ta 

mdien lo serfln, mfcjfendo cad a 

UFJO-45"- 

'• ■ • ' • ' 

:Slapllcamos 

J’itSgoras al trlangulo 

C- Vl J +l 

= ^+l 

c - Ji 

•.'••• • • • 

: • » '• 


Apliquemos las nelaciones trlgonometricas an e! tri^ngulo para el £nguto de 45 s 
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4.10 Valores de las razones trigonometricas para CP y 90° 

* Para el angufo de <f 

Consideremos un ingulo a de origan 0 y determl nemos un panto M sabre el lado fnlcial. Flgura 

4.10 

Desde M trazamos una perpendicular que corte al lado terminal del angulo en un punto S. Esto 
origira tres segmentos OS - r OM = x MS = y 


SI aplicamos las rdaciones ijlgonometrlcas en el trftnguEo QMS se tendra que; 


cos = 


* Para el angulo de 9(f 

SI a - 90° m fa flgura 5.10 ocurre que: OS - MS 

QM m 0 

En estas conditiones se tendra que: 


COS 90° - 


sen 90° = ~ = - = l 




i (X = 0° debeocurrlr ert la figura lo slguferrte: 
t -j-* qj^ r~x 

seanuta n y s 0 

■ 

— w' —• 



TABLA RESUMED PARA LOS ANGULOS DE O*- 30 ° - 45 ° - 60 1 * - 90 p 


FUNCION 

(f 

30' «6) 

wl 

Wfrj 35 

90" (n/2) 



l 

4i 

45 


SEN 

0 

2 

1 

2 

1 



s 

42 

l 

0 

COS 

1 

2 

2 

2 

TAG 

0 

41 

3 

1 

45 

No exists 
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Ejercidos resue/tos 

Sin hacer uso de la calculadora y tomando I os va lores de los angubs de 0 e -3Q B ^5 o -60 n -9Q a , ha liar el 
valor num^rlco exacto de las sigu tenths expresiones: 


1.) tag 60* + do 30 11 - 


cos 30° 


= 5 


£ r 
5 2 5 4 


4(5)*+12-(5) a 

45 


12 + 12-3 21 2i5 75 

45 " 4^3 ' 12 4 


2,1 sen 30 ^ ‘- 05 45 Sustituimos los valores de los angulos en la expresion y fuego efeetuamos 
tag 60° 

las operaciones mafcematicas correspond lentes. 


1 ^2 1+Vz 

sen 30° + cos 45° _ 2 + 2 _ 2 

tag 60 Q J3 


1 +V 2 _ & 

zjs 6 s 


2 

,„ -73cos 2 60° . sen 2 45° _ , < /2>* . T , 4 _ 2& 4 ^ 1 3 

■ cos 30° cos 60° ^3 I i 4f 4 2 2 

"2 ^22 

6 5 65x5 _ 651 _ 4a. _ 25 

4 Stag J3 ^2 ” 5j6 5^6 30 30 5 S 

S T'T t 


2 oot 5 + 3 sec 30® + 2-/3 sen 5 
_ 6 _ _ _ b_ 

n 

sen — + cos — 4- sec — 

6 2 o 


2^3 + 3. 2 y + 2&. : ^- 

1^4 

2 1/3 


25 +25+25-| 

5+ 2-5 + 4 
25 


25+25+5 _ 25(25 + 25 + 5) _ 25-S5 _ 10.3 _ 30 30(35-4) 

3,5 + 4 = 3*5 + 4 ” 3x5 + 4 3x5 + 4 35 + 4 (35 + 4)(35’4) 

2x5 


30(3x5-4) _ 30(3x5-4) _ 30(3-5-4) 
(35) 2 -4 j_ 27-16 = 11 
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4.11 Las razones trigonometricas en ia calculadora. 

Haste el momenta hemos trabajado con angubs que son especfales como los de 30°, 45°, 6Q 3 y 
9D a . Cuando los Angulos no son especiales o notables, hanemos uso de las calculadoras eledroni- 
cas. 

Hoy en dfa nos encontramos cor los adelantos de la electron lea, la cual ha puesto en nuestras ma- 
nos la calculadora cientifica. Ante? era necesario recurrir a las tables trigonometricas para obtener 
los vabres de las razones trigonometricas. 

Aportaremos aqw una gufa practica para el uso: 

Caracter/sticas generates de una calculadora 

En una calculadora se muestran generalmente los sigulentes elementos: 

MODE: Es una teda que nos permits la escogenda del sfstema de medida angular: Deg-Rad-Gra 
DEG ; Sistema sexagesimal de medida angular, 

RAD: Sistema dclico, 

GRA: Sfstema centesimal de medida angular. 

SHIFT O INV: Permite calcular el inverse de las funclones. 

ARC: Sfrve para calcular el anguto cuando es conodda la relacion 
+■/_ : Gambia de signo la cantidad que aparece en pantalla. 

1/x ox' 1 : Encuentra el Inverse multiplicativo de una cantidad 

sen' 1 cos' 1 tag -1 : Nos permiten obtener el valor de la relation trigonometrica buscada. 


° ' * ; Transform a el valor de un angulo expresado en grades, minutos y segundos en forma 
decimal y aconn pariada de INV realiza e! prgeeso contra rio. 

Al raalizar los calculos can las razones trigonometricas en la calculadora se nos presentan dos situa- 
ciones; 

El problems dlnecto. Dado un Angulo, determlnar una razdrc trig on om Ulrica. 

Calculeirios sen Z(f 15" 32" con la calculadora. Para ello debemos realizar los siguientes pesos: 

Se coloca la calculadora en position DEG (en pantaifa DEG) 


Se teclea 20 I ° ' "1 IS 


° ' "I 32 1° ’ "I sen. Apareceenpantalta 0,3462626043 


En algunas calculadoras es necesario pulsar primero sen. As*: 

sen 20 [° H \ 15 1° ' H 3* 1° J "] aparadendo en pantalla : 0,3462626043 

Es importante hacer notar que las calculadoras no tienen tedas para secants, cosecants y cotan¬ 
gents, por b que pueden ser usadas las funciones redprocas y la teda 1/x a x' 1 

Determincmos sec 48° 

Se teclea 48°, oprimimos la teda de coseno y luego oprlrnimos 1/x para obtener el recfproco de 
48°, obteniendose sec 48°. Aparece en pantalla 1,49447655 

Luego sec 48° - 1,49447655 
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Para cot 56 se tedea 56°, se oprime la teda de tangente y luego oprimlmos tfx para obteiw el 
redprooo de 56°, Apanece en pantalla 0,6745085166 

Luego tag 56° - 0,6745085166 

Veamos I os ejempbs mostrados a contfnuadbn: 

1. Gbtener sen 20° 15' 32" 


. En pantalla se ve; 0,3482626043 


2. COS 32* 15' 42" = 0,8440628506 

3. tag 47° 33' 12"- 1,096548197 

4. sec 52° 23' 18" = 1,262362652 

5. cosec 37° 25 r 34"' = 1,645446411 

El problems inverse. 

Dads una raz6it trlgonometrica, en contra r el Angulo agudo correspondiente. 

Ertcontremos el Angulo a sabiendo que sen a - 0,2734. 

Se tedea 0.2734 Inv sen 1 2 isparedendo en pantalla 15,8668728. A continuation las tedas INV 
15 □ ” apareciendo en pantalla 15° 52' 0,07" 

En otras calcufedoras se teclea 0.2734 arc sen, aparedendo en pantalla 3.5.8660728, luego las 
tedas INV y ° ' ”, aparedendo en pantalla 15 s 52 1 0,07" 

A veces se tedea sen' 1 0.2734 y aparece en pantalla 15,8668728 

La solution obtenida va siempre expresada en grad-os. Si deseamos obtener este resultado en gra¬ 
des, minutos y segundos, baste te pulsar, conscrvando en pantalla 15.8668728, las tedas SHIFT 

y ° r v o INV y 9 r " Deesta irianera se obtiene 15° 52' 0,07" 


a = 16° 35' 15" 
p - 89° T 19" 


Luego 


SI sen a = 0,2734 1 F a = 15° 52' 0,07" 
Veamos varlos ejemplos mostrados a continuation: 


1. sen B - 0,285624 

2. tag x = 1,25789 


8 = 16° 35' 15" 
x = 51° 30' 57" 


3. cos a - 0,18564 

4. cos p 0,01678 


20 


f° ' " 1 15 f°~* " 1 3 1 {_ 


sen 
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L Utilize la calculation y ha I la el valor de cada una de las sEguientes relaclones trigonometrical: 

a) sen 40* 25' 18* 4)005 26° 18' 34* g) tag 43° 27' 16* j) cot 21° 32' 12* 

b) sec 47° 22' 18" e) sen 23° 16' 19" h) cos 56° 32' 34* k) esc 22° 16' 26" 

c) tag 49° 22' 18* f) sec 34° 22' 15* i) sen 21° 12' 32" t) cos 12° 18' 9" 

2. Haller el valor de foe angufos que tienen las siguienes relations: 

a) sen A = 0,4836 d) cos a - 0,5623 g) tag p - 3,467 j) sec x = 1,4920 
b} cot 6 = 1,272 e) sen p - 0,4384 h) CSC X = 1,086 k) cos & = 0,7450 

C) sen B = 0,9630 f» 00S x = 0,8700) I) sen p = 0,4929 /) tag x = 0,7931 

3. Utlliza la eafculadora, haz las operaclones y encuertra el valor de A en cada caso; 

a) A “ 0,75. cos 23* b) A = 2,5 . sen 43 d 5' 8" c) A = 4 cos 32* 20' + 5 sen 25* 

d) A = 4 S6n ?A ° e) A = —-— f) A = 100,COS 19° 26' 16"+ 200. sen 18° 12' 

cos 32° tag 54° 

g) A = COS 25 s tag 42* + SQD.cos 32° 22' + 0,5,sen 57* 

4. Se dan los siguientes angufos expresados en grades, minutos y segundos: a = 24° 32' 43" 

p * 32° 25 r 16" 0 - 18° 12' 24* 4^72° 22' 20" 

iisando la cafcufadora efectuar las operaciones : 
a)« + p b)p + 1 |» c)4-0 d)90*-p 

e) 2(4 - a) 0 ^ “ P 9) 90* - (a + 6) h) 20 - P 
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R&spnestas 



4,12 Resolution de triangufos rectanguios 


El objetD de estudio de esta secclon es la resolution de lbs brfangulos rectanguios. 

Resolver tin triangulo rectingulo consists en entantrar las medidas de sus seis elementos, tres 
ladOS y dos argjlos (el teroero sera recto), a partfr de algunos de ellos que son conoddos. 

Debemos conocer corno minimo tres de sus elementas stomp re y cuando uno de ellos sea tin jado. 
Ahora bfen, para poderdetenrklnarlos es necesario recunir a alguna de las siguientes neEaclones: 






Erttre bs angutos (la suma de los ingulos de un triangulo es Egual al80 n ) 


Entre los lados (teorema de Pitagoras) 




.. 




Entre tens lados y los inguktt (razores trigonometricas) 

; ;■ 


. ' • •• 


Para el estudio anslizaremas todos los cases posibles; el primero, cuando se conocen dos lados, y 
el segundo, cuando se conocen un lado y un ingulo agudo. 

Printer case, Conocidos dos /ados 

Cuando en un triingulo, los datos conocidos son las longitudes de dos de sus la dos, exists [a 
posibilfdad de que uno de ellos sea fa hipotenusa □ que los dos sean catetos. 
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EJEMPLOS _ 

EjempJo 1. 

Resolver el frlangub recta ngubcuyos catetos mfden 4 cm y 6 cm. 
Dates : a = 4 cm b - G cm 
Incognitas : c = 7 ® = ? p = 7 



Solucion 

Para obtener el Angulo O utillzarenos fa ne!adon tag $ = — en ta cual sustftulmos a y b por sus 

va lores, quedartdonos que: tag ® - 0,66666 de donde 

bom 

La mediefa del angub |J la hallamos restando de 90* el va fords d>. 


® = 33° 41'24" 


p = 90° - 33° 41' 24" = 56 s 18' 36 


P = 56° 18' 36 1 


La hlpotertusa c puede ser calcufada aplfcando el teorema de PiUgoras o por una reladon trigo- 
nometrka. En nuestro caso aplicaremos ei segundo mdtodo, 


g a 

Sf observamos el trianguto podemos aplicar la reladon sen O - - de donde c = — - 

c sen® 


Sustituyendo a y ® por sus vabres tenemos; c = 


4 cm 


sen 33° 41' 24" 


de donde c = 7,21 cm 


Lucgo 


p = 56° 18'36" 


® ** 33° 41'24" 


c - 7,21 cm 


EjempEo 2 

Resolver el tri^ngulo retfcangulo que dene 5 cm de hipotenusa y uno de los cacetos mlde 3 cm. 
Datos : c = 5 cm a = 3 an <D = ? 

Incognitas = ? b - p = 7 a 

Solucion 

Calc-jJemos el valor del angulo ® apffeando fa reladon trigonometries seno, para lo cual esoibimos 
a 

que sen <& = — en la cual sutituimos a y c por sus vafores, quedandonos que: 

3cm 

sen - --= 0,6, de donde 

5cm 


® = 36° sr 12 " 



El angulo p k> cafculames restando de 90“ ef valor de ® 
P » 90° - 36 B 52'12" t 


p - S3* T 48" 
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Para calcular el Eado b b hacemos aplicando el teorema de Pltagoras o par una relation trigonome¬ 
tries de cualqurera de bs Angulos po Aqui Id haremos aplicando la definition de toe m . 

cos tf>= - de donde b - c . oos . Susfotuyendo por los va lores de t y nos queda que: 
c 

b - 5 tm . cos 36° ST 12" ► 


Segundo casa , Conocidos tm i,ado y tm angulo agudo 

Dependiendo del lado oonocldo, si es la hrpotenusa o un cateto, se pueden pfantear tres sltuadones 
diferentes: 

• Se tonoce un angulo agudo y el cateto opuesto. 

• Se concce un angulo agudo y el cateto adyaoente. 

• Se conote la hlpotenusa y tin angulo agudo. 


b = 3 P 99 cm 



Ejemplo 1 

Resolver un triangulo rettangulo qua tiene un angulo agudo 24° 30' y el cateto opuestc 
Uene una longitud de 6 cm. 

patos : <& = 24 s 30' a = 6 cm 

Incognitas: b = ? c = ? p = ? 

b 

Solution 

Sabemos que resolver un trEingulo rectSngulo slgnJflca dedudr el valor de los dementos descono- 
cldos partiendo de los datos oonoddos, 

Si deseamos calcular primero la medida de la hipotenusa, utffizamos una de las nelodones seno o 
ccsecante del angulo $, y si deseamos calcular la longitud del otro cateto empleamos la relation 
tangents o cotangents* 

Calculemos primero la medida de la hipotenusa a trav£s de la relation sen - — de donde: 

a , . 6 cm 

c = -— 7 -. Sustituyendo a y ® por sus valores nos queda que c = 


sen*P 


sen 24*30' 


c - 14,47 on 


Para calcular la medida del otro cateto usamos la retacfon tag <P - - de la cual despejamos b. 


qued^ndonos que: b = 
6cm 


tag 24*30' 


tag<i> 

-► 


, Sustltuyendo ay $ por sus vabresnos queda: 


b - 13.17 cm 


Para calcular et Angulo p usamos la reiadon p + - 90 P de donde p » 90* - 4? 
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p - 90* - 24° 30' 


► 


p = 65° 30' 


Ejemplo 2 

Resolver el triangulo rectangulo que dene un ingulo agudo ® = 42° y el cateto adyacente mide 6 
cm. 

Datos: ® = 42° b - 4 cm 



Incognitas : a-? a = 7 c “ 7 

Determine mos la longitud del la do c 

b b 

Usarnos la reladon cos ® - - de donde despeiando c nos queda que c = — 

c cos® 


Sustituyendo en by d> por sus valones nos queda que c - 


4am 


4am 


cos 42° 0,7431 


= 5,30 cm 


Calcufemos la longitud del lado a 

Usarr.os la relaclbn sen d> ■* ^ de donde al despejar a nos queda que a - c.sen® * 

Sustftuyendo ay® por sus valores nos queda que a = 5,33 cm . sen 42° - 3,59 crm 

a = 3,59 on 

Para determlnar el angulo a lo hapemos a traves de la celadon a + 40 s = 90 s de donde despejamos 
a = 90" - 40° = 50° 


a = 50° 


Luego 


c - 5,38 cm a - 3,59 cm a - 50° 


Ejemplo 3 

Resolver el triangulo cuya hipotenusa m ids 10 cm y el angulo agudo ® - 26° 30□ 34 :? 
Datos : * - 26* 30' 34 1 ’ c = 10 cm 
Incognitas : $, a, b a 

Solution b 

Para determlnar el ingulo p to despejamos de la neladdn a> + (3 = 90" de donde p = 9tf - <P 
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p -90—26° 30'34“ 


> P = 63® 30'26" 


Catculemos la longitud del lado a 

Usamas la relation sen & = de donde a I despejar a nos queda que a = c * sen 


a = 4,46 cm 


a = ID an , sen 26* 30' 34 1J = 4,46 cm 

Calculemos la longitud del lado b 

Usamas Fa relation cos O - — de donde a I despejar b nos queda i b - c , cos 

c 

b = 10 cm , COS 26* 30' 8" « 8,95 cm 


b - 8,95 an 


La longttud de b tomblen hemos podido haberia calouiado usando el teorema de PFtagoras 
b = 4c 2 - a*”—►b = J(10 cm) 2 - (4,46 cm) 1 - ^100 cm 1 **19,8916 cm 2 - ^80,1084 cm 2 
b = 8,95 cm 



1. Resolver los slguientes trlSngutos rettangulos tomando en cuenta los siguientes datos: 

a) Anguta a = 62®. Cateto opuesto: 240 an dj Catetos 6 tin, S cm 

b) Angulo a = 4Q° 30'. Cateto advaDente; 30 cm e) Cateto 8 cm, hipotenusa 12 cm 

c) Angulo a = 62* 30'. Hipotenusa: 4 cm 


2. En los siguientes tri^ngufos se indican los datos conocidos* Calcula el valor de las incognitas 
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Respuestas 


1. a) Hip: 272,108 cm* cat: 127,618 p = 2B a 

Area: 15.314,66 cm 2 

6) Hip: 39,473 cm cat op: 25,617 p = 49' 30' 

Area: 384,255 an 2 

c) cat: 3,540 cm cateto: 1,844 cm p - 27° 30' 

d}53° 7 48” y 36* 52' 12” Area: 24 cm 2 

Area: 3,271 cm 2 

e) cat: 8,94 cm & = 41* 50' p = 48* ID' Area: 35,76 on 2 

2. a) x = 33,689 z = 40,41 cm p = 57“ b) n = 3,91 cm 

c) y = 5,92 cm x - 3,737 am p = 57° 44' 

d) z - 5,83 cm t = 30* 49" a = 59° 2' 11" 

e) 6 = 25® 19' 54" * - 64® 40' 06" y = 47 cm 

s = 3,015 cm p =39* 39'44” 

f) L - 7,79 m g) x - 39,72 m L - 107,599 m h) h - 

2,97 cm L 4,59 cm 


ALTURASDE UN TRIANGULO 

Se llama altura de ur friangulo al segmento perpendiaiiar a un lado trazado desde el vertjce 
opuesto. El punto donde concurren las rectas que perbenecen a las altura s se llama ortocenlro. 



En el toangufo ABC se tiene que BD es la altura respecto al lado b. AE es la attura respecto at lado 
a. CFes la altura respecto al lado c 


En el triangulo MHO se tiene que MD e$ Ja altura del trlangulo respecto a I lado m. Esta altura se 
traza perpendicular a Ea prolongacfbn del lado m, 

Notese, que la altura trazada en un triangulo detennina en 61 dos tricing ulos rectangulos. En ta figu¬ 
re del centre se tienen ios triangufos MOO y MDN, 


CALCULO DEL AREA DE UN TRIANGULO 


ComJderemos el triangub ABC mostrado en Ja 
flgtifil de la derecha* Sea h Ea altura del triangub 
respedto al lado c f stendo c la base. 

Tratemos de ericontrar la expresidn para cafcular 
el £reo, 

Por geometria sabemos que d area de un trian- 
gulo como el mostrado en la figure vtene dada 
bascuaftiira C.h 

por: A =- - = -y.(I) 


C 
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UNI DAD n TRIGONOMETRIA 


CAPmJLO 4 


Razones trigonometrrcas 


Si obsovamos d triangulo ACD se tendra que sen = 

■ — de donde h - b*sen d>.( H ) 

Sustituyendo la expresion ( H ) en (I) se tendr^ que 

A c. b sen * 

A- z 

^ ^ a a.c.serub 

De fbrma araloga se obtlene que A =- y — 


De acuendo a to dedueido podertnos esoibir; 


i El area de ui> trFang jIq es [gual a la mitad del products de sus lados por el sene del angulo com- 

prefxJfdo entm ellos. 


Ejemplo i , 

En un triangulo, dos de sus [ados miden 8 y 12 cm respeetivamente. Ef angulo comprendldo entre 
ellos es 67*> 2Cu3l es el area?. 


. 8cm.12cm.sen 67° 

A= —---88,37 cm 



Ejemplo 2 

Los lados [guales de un trianguk) isosceles miden 24 an y el eingulo comprendido entre ellos mide 
28 s 32" 24 s ' . 2Cual es et area de dicho trbnguto?. 

a -28° 32" 24” 


24 cm. 24 cm. sen ZB e 32 2C 


A = 137,60 cm a 



136 



























UNIDADII TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 4 


Razcnes trigonometricas 


Probfemas resueftos 

_ L _ rm:irr ^^ - - -= 

Problems 1 


Observemos d triangulo de la figura , el oial es isosceles, AB = BC 



b) El irea del triangulo 

c) E l pen metro 


Los segmentos AB y BC son de Jgual tongitucf 
AB - 3,5 cm 
tabular: 

a) La altura h 


AC = m = 6 cm 


Solution 

a] Cdlculo de la altura 

La altura h trazada en un triangulo Isosceles divide a la base AC en dos segmentos de la misma 
lungitud. Esto nos indica que n = 3cmyx = 3 cm, 

Apliquemos en el triangulo ADC la relation sen ^ ^ de donde b = AB . sen ^ 

Sastttuyendo AB = 3,5 cm y <& = 35° 20" se tiene que: 

h = 3,5 cm „ sen 35° 20" 

h = 2,024 cm 


b) Calculemos el area 

El area viene expresada por la relation siguiente; 


„ in. c sen $ 
A = 2 


,, . 6 cm, 3,5 cm sen 35*20' ,.-^1 

Sustituyendo m f c y <2> por sus valores se tendra que A =-^-= vP' on 

Et perimetro no es mas que la suma de los lados p = m + c + d = 6 cm +■ 3,5 an + 3,5 cm 

P = 13 cm 
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UNIDADII TRIGONGMETRIA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometrical 


Proble ms 2 




En el tfj&igulo da la derecta se 
ttene que; 
y = aOm 

Mr*.* * , ' • 

45 = 23° 38 r 

- P = 28° IS' 

Caloilar; b, z, area, peffrnetro 

, |2*T‘ ‘ -Of* "! *«- Mk *£' . -j' . ^ . 


' , 'r 1, 





Soludon 

Calculemos (a + b) 

y y 

En el triangulo ABC apficamos la relation tag O = , ,t de donde a + b = 


(a + b) 

Sustituyendo en la expreslon (I) por sus va lores se tendra que: 


tag<fr 


. V) 


a + b = 


80 m 


BOm 


= 182,32 m 


tag^ tag 23°38 
a + b = 132,82 m*„„.(I) 

Calculemos a 

y y 

St aplicamos tag T en e! triangulo ADC se tendra que; tag^ = — de donde a = t—II) 

a tagH 

Sustituyendo en fa expresion £ II ) por bus valores se tlene que: 

BOm 


a = 


tag 2 S° 16 ' 


a = 148,78 m 


Despejando b de la expresfon (I) nos queda que: 

b = 182,02 m - a 

b = 182,82 m - 148,78 m (sustituyendo por el valor de a} 
b = 34,04 m 

Calc ulemas z 

Para calcular z aplicamos la relation sen o> en el trlangulo ABC, quedandonos que: 


sen <D - — de donde al despejer z nos queda que z - 


V 

sena> 


N 
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UNIDAD IE TRIGONOM ETRIA 


CAP ITU LO 4 


Razones trigonometrlcas 


Sustlfcuyendo por sus vabres se tiene que; 


SDm 

sen 23°3S' 



i = 199,56 m 



z = 199,56 


CaLcuJemos el £rea 


(a + b). z . sen 4> 
A “ 2 


A = 7.312,803 m 2 


182 r 8Z m ■ 199,56 m ■ sen 23°38 ' 
2 


7.312 r 803m 2 


Calculo de la longitud CD =p 

Para calcular a !a tongitud de p apftcamos la relacldn sen w en el trb ngulo ADC y espejar p 



dedondep = —— 
sen4> 


SOm 

sen 28*16' 


► 


p = 168,93 m 


Calculemos el peri metro. 

Et perimetru es Fa suma de Ids lados del triangulo P = m + y -f z. 4A } 

SI observances el tria ngulo notaremos que: 

m = a+ b = 182,82 m y * 80 m t - 199,56 m 
Sustituyendo los valores de n% y, z en la expresion P = m + y + z$e tiene que: 

P = 182,82 m + 80 m + 199,56 m 

P = ^62,38 m 


ProMema 3 


D 



Soludcin 

Para calcular y hacemos uso del triangulo ABD y apficamos la relation tag ¥ 
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UNI DAO II TRIGONGMETRIA 


CAPiTULO 4 


Rasones trigonometricas 


tagf = ^ y = x tag ¥ y = x . tag 58° 25'.**«( 1) 

£n la expresEon ( 1 } no oonocemos la fongitud x, fa tual puede cafcularse aplicando la relation 


tag * en ef trtengulo ABC, 


tag<P - 


20 m 
x 



X 


20 m 
tag <P 


20 m 

tag 12 Q 15' 


► 


x = 92,11 m 


Sustituyendo el valor de x ert la expresidn (1) nos queda que; 

y - 92,11 m ♦ tag SE° 25 r 
y = 232,84 m 


Calculemos la tongitud s - da 

Para calcular la longiiud de s hacemos uso del triangulo ABD y aplicamos la relation sen ¥ 

sen 1 ? = — 
s 

SI despepmcs s y sustituimos por las vabres de H 1 y los vatores de y nos queda que; 

y 232,84 m 

5 “ senT “ sen 68“25’ 
s = 250,397 m 

Para calcular n bastara con darncs cuenta que n + 20 m = y 


n - y - 20 m 
n = 232,84 m - 20 m 
n = 212,84 m j 


Probfema 4 

Ert el trfangulo de la ffgura se tiene que; 
<S> = 37 6 15' 22" 

P = 21° 17 r 12" 

Calcular las longitudes de x, m y el valor 
de ¥ 



8 
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UNIDAD IE TRIGONOM ETRIA 


CAPITULO 4 


Rezones trigonometricas 


Solution 


h = 6 m, sen p 
h - 6 m . sen 21° 17' 12" 

h = 2,178 m 


Cakulemos la longftud de b 

h 

En el triangulo A CD aplicamos fa relation sen® - - 


Calculemos fa fnngitud de x 


b- 


2,178 m 


sen® sen 37°1S'22 PI 


b = 3,60 m 


Caleulemos la altura h 


En el triangulo BCD aplfcamos la relation sen p = 


6 m 


x = b . cos ® 

x = 3,60 m . cos 37* IS 1 22" 
x = 2,865 in 

CatcuEeraos la longitud de m 

SI observamos la base del trianguloescribfmosquem = x + 6m = 2,865 m + 6 m 

m - 3,865 m 

Calculemos el valor del angulo Y 

En el triangulo ACO se observa que Y + ® = 90° 

Si despejamos T obtendremos que 

Y = 90° * ® = 90* - 37° IS' 22" 

Y - 52* 44' 38 1 * 


En el triangulo ACO apllcamos la relation cos® == — 

b 


141 





















UN1DADII TRIGONOMETRiA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometricas 


Problems 5 

Gtoserva el tri^ngulo de la figura 
ycaltuta: 

r," ''■'■' i ' t i- ,/> : --- x • 

,■•■ :• .. • ’ • 1 •. 

La longitud de x 
La longitud de h 
La longitud de n 
La longitud de $ 

El area del triant) ulo ABC 


Solucion 

En el trianguto ACD se tiene que tag 45° = — 



de donde h = x. tag45°.(I) 


En el triangub ABC se tiene que tag 20° = - h de donde al despejar h rtos queda: 

h = (x + lSOm). tag 20 s5 ...{IIJ 

De (I) y (n) se deduce por transitfvidad de las Igualdades que; 
x tag 4$° «- (x + 150) tag 2tf 

x tag 45* = x tag 20“ + 150 tag 20 s (Aplicando propiedad dtstrEtxjtiva> 
x tag 45* - x tag 20 s = 150 tag 20 fl (Agnjpando los terminos cor x) 
x (tag 45° - tag 20 s ) * 150 tag 20° (Tomando x factor comun) 


150 tag 20° 
tag 45® - tag 20° 


x = 85,84 m 


(Despejando x) 


! 


C&lculo de la longitud de h 

Sustituimos el valor de x en la exprestdn (I), quedandonos que: 
f\ = 85 r B4 m - tag 45? 


K = 85,84 m 


C&lculo de la longitud de n 

En el triangulo ABC se tiene que sen 20* = - de donde n - —^ ^ -'*£► n = 250,98 m 

fl sen 20 
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UNIDADII TRIG0N0MEIR1A 


CAPITULD 4 


Razones trig onometricas 


Calculo de la longitud de s 

En el trl^ngulo ADC se tlene que 

h . . h 85,84m ^ 

sen 45 = — de donde s = -= — - - ► s = 121,40 m - BC 

s sen 45 5 sen 45° 


CalcuJemos el area del tri&ngulo ABC 


A - 


AB,BC,sen20° 

2 


AB - 150 m + x = ISO m + 85,84 m = 235,84 m 


235,84 m. 250,93 m. se n 2<T 
2 


► 


A - 10122,278 m 1 



2. a = 7 



\ B 

b = ? 




Area = ? 

12 art r 

10 V 



/ / 


\a 

/ 




My* 

28° 



! 

4.— 

.. m.—... 

— .► 

4 —n— |J 
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UNXDAD H TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometric^ 


7, Calcula el area y el perimetro en cada uno de bs triangubs siguientes: 



Observe el triangufo mostrado en 
el lado deredio, el cual consta de 
dos triangubs 


Calcula el perimetro de cada uno 
Ids triangulos MML y MLS 




9. 


En el triangub de la derecha 
calcular el valor del perimetro 
del trlangulo PLR- Calailar el 
area del triangulo LSR 



Respuestas 


1. 

h = 3,527 cm 

3 = 4,854 cm 

b or 4,854 cm 



2. 

a - 17 cm b 

= 15 an Area 

= 42,19 cm* 



3. 

jj^30 o 3'49" 

c = 7,53 cm 

a - 47° 56' 11* Area 

= 29,70 cm 2 


4- 

r - 12,20 cm 

<E> = 21° 23'25' 

Area - 18,47 cm 2 



5. 

LS = 61,84 cm 

6. y = 669, 

72 m b - 1500 m a - 

979,05 m 


7. 

a) 27,73 cm 

26,65 cm* b) 

136,6 cm 2165 cm z 

c) 36,88 cm 

49,17 cm 2 

8. 

13,329 cm y 

16,22 cm 

9. 8,9987 cm y 0,5359 cm 2 
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UNI DAD n TRIGONOMETRIA 


CAPTTULO 4 


Razones trigonometrical 


|| 

Eh el triangulo AGD se dene que tag 32° IS' = — de donde h * x , tag 32* 18 ' .( 1 ) 

h 

En d triangulo nectangulo BCD se aplica [a relation tag 23° 42' - Despejando h se tlene 

qye; h = {50 + x) tag 21° 42' .(II) 

Systltuyendo (II) en (I) se tiene que: 

x. tag 32° 18' = (50 + x) tag 23° 42' 

x. tag 32° 18' - 50 tag 2° 42 J + x tag 23° 42' (propiedad distributes) 

Xh tag 32* IB' - x tag 23* 42 r = 50 tag 23° 42" ( ubitando x en el primer miembro) 

x (tag 32* 18' - tag 23* 42' J - 50 tag 23* 42' (tomando x factor comun) 


50 tag 23* 42 
tag 32° 18-tag 23*42 


113,6 m 


Sustltuyenda el valor de x en (I) nos queda h - 113,6 m . tag 32* 18' 

h - 71*81 m 
_ _ * 


Pr -se 2 (Aplicadones a la geometria) 

La base de tm trfartgub isosceles mlde 54 on y los Angulos de la base 42*\ Calcular las longitudes 
de los lados iguales, de la altura, Calcular edemas el area. 

Solution 



El triarigulo mdftrado corresponds a las 

condldones del problems* 

- 

Reoondemos que en un triangulo Isosceles 
dos lados tlenen la misma tongttud. 

Debemos calcular las longitudes de a y de 
h. Esta ultima represents la altura. 

La mitad de la longitud de la base mlde 27 
crhi puesto que ta base mlde 27 cm. 


En el triangulo BCD se apllcan las dos relaciones trlgonometricas dadas 3S^: 

tag 43* - ^ - de deride h = 27 cm.tag 43° ► h = 25,18 an 

3 27 cm 


27 an . , . 

cos 43 ■ — — de donde a 
a 


27 cm 
COS 43* 
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UNIDAD II TRIGONOMETRIA 


CAPirULO 4 


Razones trigonometries 


4.13 Problemas de apficacfdn que impfiqven trianguios rec- 
tangufos 


Angulo de elevadon y angulo de depresion 

Se denomina visual de P at segments de recta dtrigido desde un punto de observation “CT am 
punto P obsefvado. En las ftguras se obesrvan las vlsuales de P desde el punto Q. 



Se llama angulo de elevadon de P al angulo con vert tee en Q, forma do por un rayo horizontal y 
la visual de P, Si el punto P se ubica por debajo tie 0, el angulo se llama Angulo de depresion. 


Procedfmfentos para fa resolution de fos problemas 

Lectura del enuttciado. No debe hacerse una lectura llgera del problema, sino que debe prestar' 
se atencaSn a la situation planteada, haciendo un grafico donde se ilustren fos dates del problems y 
la incognita que se dene. 

A nail sis del problema: Antes de comenzar a desarrallar las operations debe neflexlonarae sobre 
el proceso matematico que se slgue para encontrar la respuesta, 

Planteo y resaluddn de las operation es: Cuando se tsnga bien claro el cam i no que nos con¬ 
duce a la solution del problems, se plantean y se resiieIven las operadones hasta encontrar el valor 
de la Incognita dada. 


Pmblema 1 

En un punto A, el ingulo de elevadon a la tima de una colirta es 32° 13 □ . Ubicado en la misma 
recta horizontal que A y al pie de la colina, a SO m de A, e! angulo de elevation es 23* 42□ - iCual 
es la altura de la oolina?. 


Solution 



En el grafieo 5 e muestran las condiciones del 
problems. 

B punto C represents la cima de la colina, 
h represents la altura de la colina. 

Sea k la dlstantia comprendfcla desde A hasta ; 
el pje de la colina D. 

.. % : • '• A M #: 





















UNI DAD II TRIGONOM ETRIA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometries 


El Srea vlene dada per A = 


27 cm«36,92 cm, sen 43 q 
2 


A = 339,9 cm* 



SE usamos eE tri£ngulo nectSngulo ACB se tendr3 que tag 70° 25' » - 

a 

SI despejamos h nos queda que h = a . tag 70° 25" .(I} 

Para determ mar la longitud de a usamos ell trlangub ACP y apltoamos ta relation siguiente: 


Observemas la figure que muestra 
cortdlriones del problem a. 

Sea B d punto donde e$ta ublcado el 
ayi6n, 

Sea A/ d punto donde esta ubicado el 
b^nca, 

Sea h !a altura a la cual se encuentra cl 
^vion sob re el rtfvel del mar ( BC). 

istantia medEda desde el banco 
I ra case del faro^_ 

Etura del faro es CP - 20 m 

_ _ . ... . 


Problems .^(Aplicadones a la navegadon) 

Desde un barco se ve una faro con un angulo de elevation de 70° 25' y desde irn avion, que vuela 
eyactamente entima del fare, se ve el banco con una Angulo de depresion de 70° 25', Si el faro 
tierce una altura de 20 m. 2A que allure est3 el avion sobre el nival del mar?. 


So3uci6n 


70° 25 


20 mi 


10 s 15' 


tag 10 ° 15 ' ^ 


20 m 


de donde a - 


20 m 


tag 10°15 


a = HO,6 m 


Reemplazamos este valor de a en (I ) p quedandonos que: 

h = 110,6 m . tag 70 D 25' 


h = 310,09 m 
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UNIDADII TRIGONOMETRIA 


cAPiTULo 4 


Raiones trlgonometricas 


Problems 4 

Calculsr el area de un decagono regular de 6 cm de lade. 


Sol melon 



Gbserva clones prevlas 


El area de un polrgono viene dads par fa expression 
i - E£ / n 

Hi - _ i / 

z 

p represents e3 penmetro y a la apotema^ 

La apotema es el segments que une el centra de 
un polfgono con el punto medio de cada facto * , 

Para calcuiar el Srea nos fdta calcular el valor de fa 
apotema. 

„ - r y . * 9 , i. * * ■«. 


:*fT r 




SI abservamos fa figura se tendr3 la slguiente relation trfgononnetrica: 

3 on 3 cm 

tag o - — t de donde despejando a se tfene que a - 


tag it 


(H) 


360 ( 


Para canocer ^ sabemos que 2<P = n donde n es el numero de lados del pollgono. 
360° 


En nuestro easo 2 4> 


10 


^ 20-36 


o- 10* 


Susbtuyendo par as = 18° en (II) se tendra que a = 


3cm 
tag 18 £ 


a = 9^23 cm 


Calculemos el 3rea en la expresson {I) ctonde el perimetro es p = 6 cm. 10 p - 60 cm 


, , 4 60 cm . 9,23 cm 

Uiego el area es A = - - - 



A = 276/9 cm 2 


Problems 5 


Un pilcto observe el extremo de la tlerra con un angulo de depresson de 0 D 32' 13 ' . CaEcular a que 
altura se encuentra la nave que piloted, El radio de 3a tierra es 6.370 Km 

Soliiddn 



figura de la deredia 
cacfdn de la nave 
la superflde de la tlerra 


pa 


'' W ■: 


ft: es et radio de ta tterra. 

Pi: visual dtrigfda desde P. 

dedepreslon = 0* 32 J 18" 

• ;• 













































UNI DAD II TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 4 


Razones trigonometries 5 


Determinemos el vafor de ^ 


0* + a - 90° de doride 0 - 90' ? - a 


<J> = 90°- ET32' IS" 


► 


4> = 89' 27' 42 


R 

En el triangulo nectArrguIo POL se dene que seno = —— ■ de donde R = (R + h)sen® 
Si tratemos de despejar h se tertdra que: 

R - R sen $ + h sen <D (Apl Icando prapledad distributiva ) 

R - RseruP = h sen<J) (Aislando el termlno que contiene h en el segundo miembra) 
R(l-sen® ) q h sen4> (Tomando R factor comOri) 

h = _fi" sen<D ) (Despejando h) 

sen (t> 

Sustituyendo d> y R por sus va lores tenemos: 


6,370 Km (1 - sen B9 fl 27 42") 
sen 89°27 42" 



h = 0,261179 Km— ► 


h = 281 Km 



1, Un tcpdgrafo encuentra que el Angulo de elevadon del asta de una bander a es 62 6 32' IS* , La 
observation se realiaa desde una altura de 1,8 m sabre el nlve! del piso y a 12 m del asta. Cakrular 
la altura del asta. R: 24,89 m 


2. Un vigilante observa desde la ventana de un faro a una altura de 32 m sobre el nlvel del mar un 
barco con un angulo de depreslon de 27° 18' 32” - Caltular la distance a la cual se encuentra el 
banco de la base del faro, R: 61,9 m. 

3. Un astronauta observa desde su nave el extreme de la tierra con un angulo de depress de 0° 
30' W . iA que altura se encuentra la nave?. Radio de la tierra; 6370 Km. R: 248 m. 

4. Calcular el area de un dodecagono regular de 6 cm de lado y el area de un pentagono regular de 
8 cm de lado. R: 403,06 cm J . 

5. Ccn un compas cuyos brazos miden 12 cm se traza una cfrcunferenda de 5 cm de tiiametro. 
iCuAl es el angufo que forman sus brazos?. R: 11° 53' 37" 

6h Desde un avion de reconocimiento que vuela a una altura h del sudo se observan dos puntos en 
el suelo drstantes entre sf 400 m, Si los ve a ambos con un angutos de depresfon de 36* y 25" res- 
pectfvamente, calcular la altura h. R: 526,75 m. 

7, Desde un avidn a 1500 m de altura se observa una embarkation, con un Angulo de depresldn de 
34*, y sobre el mismo piano, en sentido opuesto, se observa el puerto medlante un angulo de de- 
presion de 45*. M que distanda se encuentra el barco del puerto?. R: 3.723 m. ■ 

8. Desde un punto srtuado a 100 m del pie de la perpendicular se observa una cometa A con un 
Angulo de elevadon B6° 40' y otra cometa B situada justamente debajo de esta con un angulo de 
47° 20' . iCiral es la distancia entre las dos corners?, R: 1608,4 m 
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CAPITULO 4 


Razones trigonombtricas 


9. Una bandera cuya asto mide 6m esti situada sobre una columns, Desde derto punto, el extreme 
superior de la bandera se ve con un angulo de elevation de 20“ y el extreme inferior se ve con un 
angulo de 12* 30 r , calcula la altura de la columns y la distancia a! punto de observacEdn. Re 9,348 
m y 42,17 m 

10. El angulo de efevacion del extreme de una torre medido desde un punto del suelo horizontal es 
de 53*. Caminando 35 m haefa la base de 3a torre, el angulo de devadon crece a 64°* Calcular La 
altura de la torre. 146,56 m 

11. Desde cierto punto del suelo se observe el punto mas alto de urna torre formando un angulo de 
30 a con la horizontal Si nos acencamos 75 m hacia k base de la tome, ese angulo mide 60“, HalLar 
la altura de la torre. R: G4 r 95 m 

12. Desde un punto B del suelo se observa el punto m^s alto de una torre bajo un Angulo de 45°, 
Alejandose 150 m hasta C se ve el mismo punto, bajo un angulo de 20* . cCua! es la altura de La 
torre y fa distartcia que hay desde el punto C haste el pie de 3a torre?. Re 85,84 m y 235,84 nr, 

13. Dos puntos Ay B estan sobre una jnlsma tinea hrizontel separados por urta distanoa de 16 r 09 
Km . Desde el punto A se observa un punto S, ubicado en la parte superior de La recta que une Los 
puntos, con un angulo de 37* y desde el punto B se observa el mismo punto S con un angulo de 
20*. Calcular; aj La distancia desde A hasta S b) La dEstantia perpendloualr medlda desde et punto 
S hasta la linea horizontal que une lbs puntos A y B. 

Re a) 6,56 Km, b) 3,95 Km, 

14. Dos dudades, A y B, estan ubicadas en una earretera que va desde el norte hada el sur. Otra 
poblacion, C, a 10 Km en linea recta de la earretera anterior, esta sftuada a 20* a I suroeste de A y a 
30* a I suroeste de R. iQue distancia separa A de B?* R: 44,80 Km, 

15. Desde un punto A se ve la dma de una montana con un angulo de elevacton de 24°, y desde un 
punto B situado en linea recta con el anterior y distantes entre si 1,2 Km se ve La dma de la mon- 
tafia con un angulo de elevaclon de 30*. tCual es la altura de la montafta?. 

Ri 2,33 Km, 

16. Desde un acantilado, situado a 32 m sobre el nfvel del mar, se divisan dos embarcaclones, 
tQu4 dlstanda exists entre dichas embarcaciones sf Los angulos de depresion respect! vos son: 36° 
16 r y 25“ 10' ?, R‘ 111,211 m. 

17. HalLar la longitud de la base de un triangulo isosceles cuya altura mide 34,14 cm y el angulo 
opuesto a la base es de 30** R: 18,30 cm, 

18. Desde Ea parte superior de un edjficio de 60 m de altura, el angulo de elevation de un posts es 
14*. En la base del edifitio el Angulo de elevaefon de la punta del posts es 28*. Calcular: a) la altura 
del poste bj la distancia del poste al edEfldO. RJ a) 112,977 m b) 212,479 m. 

19. Las dos ram as de un compas forman un angulo de 60* y cada rama dene 12 cm de longitud, 
haltar d radio de la dreunferentia que puede trazarse. Re 12 cm, 

20. Las puntas de las ramas de un compas distan 7 cm. Si cada rama mide 12 cm, calcular el ingu- 
lo que forman las ramas del compas. Ri 33° 54' 56"' 

21* Una persona esta parada en una ventana situada a 80 rn sobre el nivel del suelo observa a un 
nino que earning directamente hacia ella, mientras que el angulo de depresibn hada et nlno varfa 
de 42° 12" a 54° 26' . dQue distancia ha caminado el nifio?- Rr 31,016 m* 

22, Una antena de televisibn est4 colocada en la orilla de la azotea de una casa que tiene de altura 
10 m. Desde un punto a 40 m de la base de la casa se ve la punto de la antena con un angulo de 
etevacion de 26° 15 r , Calcufar fa altura de la antena. R: 9,72 m* 

23, El copiloto de una avionete que vuefa a una altura de 2,440 m sobre el nivel del mar divisa una 
isla, observando un extremo de ella con un Angulo de depnesldn de 27“ y el &tra extreme con un 
angulo de depresion de 39 °. oQue andio tiene la Isla?, Ri 1*775 m. 



UNIDAD II TRIG ON O M ETR3 A 


CAPTTULO 4 


Razones trigonometricas 


( Actividades complementanas ) 


1. En un triSnguto recfcangulo cuyos catetos mlden 2 cm y 4 cm, caFarlar (as razones trigonometry 
cas da Jos angulos agudos. 

R; sen a = , cos a = ~ f tag a = 2, sen p - ■“ , cos p = , tag p - 1/2 

5 5 5 5 

2. SI en un triangulo rectangulo se verifies qua cot ct = 3,icual es el valor de sec 2 a?. R: 10/9 

3. Observa el triangulo da la figura de la derecha, 

Calcufa las razones trigonometricas, seno, cose no, 
y tangents del angub a 

„ 2Va I-a 2\/a 

R: sen cc = —, cos a = —™, tag a - -— 

1 + a l + a l-a 



4. SI cos x 


2mn 


- n 2 

v ■ j , con x en el primer cuadrante, demostrar quo'sen x - ■ -v—y 
m 2 + n 2 nrn+rr 


2 - 1/2 


5, En un triangulo rectangulo se tfene qye sen a - ——, Si a es del primer cuadrante, hallar el 

J 

valor de tag a R: 2-Jl 

6- Demuestra en forma razonada las slgulentes Igualdades: 
cos 4 a-sen 4 a l-tag 2 a 


a) 


sen a, cos a 


tag a 


b) (1 + tag A)p(l + cot A) = 


(sen A + cos A) 2 
sen Acos A 


c) cot? ct. cos 2 a ' cot 2 ot = - cos 2 a 


d) 


1~ sen 4 x 
cos 2 x 


= 2 - cos 2 x 


7. Observa el triangulo de la derecha, donde a - 26,6° y p - 29°. 
Calcula las longitudes de h y x 

R: h ■* 51,84cm x= 93,52cm h 




8* Dado el triangulo de la figura, calcular las valonss 
tCuries valores son Eos corredtos?: 
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UNIDADII TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 4 


Razones trigoriom^tricas 


HISTORIA QE LAS MATEMA71CA5 


La trigonometna que estudia las 
relaciones metricas entre los lados y 
las angulos de un tiling uEo, habia 
servido desde la antiguedad como 
an axil far pracbco de los agrimensc- 
res, astnbnomos y navegantes, 

El nombre de trigonometria aparedd 
por primera vez oomo titulo de un 
libra de Pitiscus, el cual fue publics- 
do en 1595* Descubrlo las forma las 
para sen 2s, sen 3a, cos 2a, cps 3«. 

Abraham de Holvre (1667-1754), 
mafesmato Frances, fue uno de los 
primeros en utilizer fos numeros 
complejos en fa trigonometria, sien- 
do muy amtgo de Sir Isaac Newton y 
del astidnomo Edmond Halley, 

Fueron los griegos quienes estable- 
cieron Tas reladones entre las medi- 
das angufares con las de longitud, 
mldlendo la cuerda del arco. Mas 
tarde los astrtfnomos de la India 
daboraron tabJas mas precises para 
relacionar la mltad del angulo central 
con la tnitad de su cuerda, la cual es 
la funcion que hoy llamamos seno* 
Gracias a ello se ftre capaz de per- 
feccionar la Astrommfa Este taebo,, 
que vino a slmpllficar las formulas 
trlgonom&ricas, fue adaptado y 
perfecdcnado por los arabes que lo 
condujeron durante la Edad Media a 
Eurcpa, conjantamente con et alge¬ 
bra* 

Hoy en dia, ya no son neeesarfas fas 
tablas trlgonometricas debido al uso 
de fas cafcaladoras cientiflcas, ya 
que con estas se pueden ha I far rapf- 
damente los vatores de los angulos y 
de sus razones trEgonometrfcas. 

Los c^kulos trtgonometriais fueron 
muy imporiantes en fa tecnfca de 
navegacfdn a vela, con el fin de de¬ 
term Enar la poslclon del banco duran¬ 
te la travesia. 


dPor que debemos aprender 
a resolver trl&ngulos? 

Esta pregunta puede ser respon- 
dfda arguments ndo que cual- 
quier figura plana puede ser 
apraximada medlante triangulos, 

Una de Eas inmediatas aplicado- 
nes la encontramos en ana den- 
da Uarnada Geodesla, la cual 
trata de la medlda del globo 
terrestre o de una parte de el, 
para lo cual son usados redes de 
trlangulos cuyos lados mTden 
unos pocos kildmetros, 

Existen metodos desde muy 
anbguo que permiten medir toda 
la red partiendo de ana On lea 
dlstanria* Este se fundaments en 
medir dinectamente un lado del 
fcrlanguid, denominado base, y 
despues los angulos adyacentes* 

El mdtodo de trfangutetlon es 
utilizado tamblen para fa resotu- 
□on aproximada de problemas 
de inecanlca de materlales. 
Supongase que se desea hacer 
un analisis del movimiento del 
agua de un depOsito, Para ello 
se divide e! espacio ocupado por 
el flu Ido en una red de triangulos 
para aplicar despues las leyes de 
la mecanica y asr obtener fa 
veloddad de cada particula del 
ffuldo. 

Eratostenes fue el primero en 
usar metodos simffa res con el 
objeto de calcular el meridiano 
terrestre, validicfose de la diffe¬ 
rentia del Angulo de incktenda 
entre Eos rayos solares en las 
ciudades de Siena y Alejandria a 
med India. 
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UNIDADII TRIGONOMETRIA 


CAPrruLO s 


Circunferencia trigonometric 


CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRIC A 



5,1 dQue es una circunferencia 


Cuando sobre on slstema de coordenadas, y 
con centra en et origan/ se construye un 
drculo de radio igual a l f results una flgura 
que se llama drculo trigonomdtrico o 
circunferencia trigonometric*. Figure 5.1 
En dicha figura pueden observarse cuatro 
regiones iguales llamadas tuadrantes, las 
cuales se denotan con l t ll, ni y IV. 

De gcuerdo al cuadrante en el que este 
ubicado el lado terminal del Angulo lo 
daslficaremos cormo engulos del primero, 
segundo, tercero o cuarto cuadrante. Flgura 
5.2 

Definf clones previa s 

Un angulo esta en pnslddn normal o 
estandar en un sistema de coordenadas 
solo sf su vertiee coincide con d origen y su 
lado inidal se eoaientra sobre el eje positive 
x. Todos I os Angulos de la flgura 5*2 est&n 
en position normal* 

Se dice que un angulo en position normal se 
encuentra en el cuadrante que conttene su 
lado final. 

Se llama angulo cuadrantal, el que tiene 
su lado terminal sobre el eje y o x. Todos los 
Angulos que son multiples de 90° son 
euadrantales (90°-180°- 270°-360 Q ). Ver 
fig Liras 5*3 

Los engulos dlferentes con el mismo lado 
terminal o final redben ef nombre de 
Angulos coterminales [ x = 45° + fc,360 e ) 
y 405° son angulos coterminales 




4 

1 

k"' , / 

k j 

\180° 270“/ 

. n 

\ 

i 

— - — ► 


Ant 

jutos euadrantales 



Rgura 5.3(a) 


Flgura 5.3(b) 
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UN I DAD II TRIGQNOMETRJA 


CAPITULO S 


Grajnfercnda trigonometries 


5.2 Angulos positives y angulos negativos 

Un angulo tlene sentido positive si la trayectoria seguida para generarlo, partiendo desde el 
lado initial hasta el lado terminal, es en direction contraria al movimlento de las manectllas del 
reloj. Fig Lira 5.4 (a). 

Un Angulo tienc sent Ido negative si la trayectorfa seguida para generarlo, partiendo desde el 
lado Initial baste el lado terminal, es en la misrna direccfon de fas manedllas del reloj, Figure 5.4 
(b) 



5.3 Razones tngonometneas 

Partamos de la clrcunferencfa trigonometrica de radio uni tar lo (flgura 5.4) e Imaginemonos que el 
panto P de coordenadas (x,y) parte de A y haee un reeorrldo a traves de (a cErcunferenda, 
tnoviendose en el sentido contrario a las agujas del reloj {sentido positive). 


Al tomar oomo radio la unidad puede-n definirse las razones trigonometricas del angulo ct o del arco 
AP de la siguiente forma : 


i, sen a = 


sen a = y 


Apltqti&mos las definJctones para el angulo a 
Y 
1 

De esta expresjan deflnimos; 

El seno del angulo es igual a la ondenada del 
extrema del arco AB trazado con e! radio 
unkfad. 

x . 

2. COS CL - — M l p cos CL = x 

De la expresion deflnimos que; 

El coseria del angulo es igual a la absdsa 
del extremo del arco AB trazado con el radio 
unidad. 

y 

x 

De la expresion deflnimos: 

La tangente de un angulo es el oociente 
enlre la ordenada y, y la abscisa x. 

De Igual forma la eofeangente, la secartte y la 
cosecants del angulo a son, respective mente, 
las inverses de la tangente, el coseno y del 
seno a. 


3. tag. a - — 



Se Daman Ifttea s trigonometricas 

de un angulo a a bs segmentos 
representatives del seno y el coseno, 
cuyas medidas, cuando se usa el radio 
unidsd, coincides con las razones 
trigonometricas de dicho angulo, 
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UNIDAD tl TRIG OMOM ETRIA 


CAPiTULO 5 


Grcunfenencia trigonometrica 


5.4 Diferencla entre razon trigonometries y funefon 
trigonometrica* 

Una raz6n trigonometrica (seno, coseno, tangente) es una relaclcn o oomparaclon por cociente 
entre dos magnitudes lineales; sfendo por to tanto un numero abstracto, La razon trigonometries, 
ya sea de un arco o un anguto, express el valor numeric© de la fund6n correspondienteH 

Una func(6n trigonometrica, at Igual que toda fundon, es una reladun entre la variable 
tndependlente (arco o artgulo) y ta variable dependents (seno, coseno, tangente etc.}. 

Para cada anguto a se obtlene un vafor para seno, ctro para cose no y otro para tangente. Para 
cada valor de a hay un valor unico para seno, un unleo valor para coseno y un unico valor para 
tangents. 

Las fundones f(x) en las que cada valor de x corresponds un valor de (seno, cose no o tangente) se 
denominan fundones trigonom&ricas, Esalbimos: 

f(x) = sen x f(x) = cos x f(x) - tag x 

La variable independlente x es el. anguto y la variable dependiente es la razon trigonometries 
correspondlente. Ef arco AB que define el seno, el coseno o la tangente de un angulo, expresado en 
radianes, es d valor quetoma x. 

Las razones trigonometries s se estudlan en el inteivato [0 P 2 tt] 


5.5 Signos de las razones trigonometriens. 

El signo de las razones trigonometrical depended del cuadrante en que se encuentre sftuado 
e! Angulo, ya que entonces se conooe el signo de la absdsa y la orcfenada. 


B signo de la tangente se obtiene por el codente entre eF signo del seno y el signo del coseno, 
Veamos: 



FFgura 5.5 
Signos de las fundones en 
cada uno de Ids cuadrantes 
cuando todos son positives 


• 

I 

n 

nr 

rv 


seno 

+ 

+ 

- 

— 


COseno 

+ 

- 

- 



tangente 


- 

+ 

- 

JJr 


£n este cuadro apareoen nestimldos 
Ids signos correspond ientes de cada 
una de las razones trigonometries en 
cada uno de Ids dife rentes cuadrantes. 


Es importante hacer notar que las fundones cosec, sec y cot 
son redprocas de las sen, cos, y tag, por to que Jos srgnos de 
las tnes primeras son, respectivamente, Fguales a los de las tres 
ultimas. 
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UNI DAD II TRIGONOMETRIA 


5~6 Reduction de anguios a! primer cuadrante 

^ conversion de una fvnclon trigonometries de un anguio cualquiera en otra funclon equivalent 
de un angulo del primer caadrante recibe el nombre de reduced al primer cuadrante, 

Para realizar este process sera necesarJo transformar el angulo mayor de 90° en un angulo agudo 
(menor de 90 ) que sea equivalence y finalmente colocarle el signo quo posee la fundon en el 
cuadrante oorrespondiente. 


Es posible caltular los valores funcfenales de un 
ingulo jcuyo lado terminal forme un Anguio de 
30, 45 6 SO 0 con el e]e x. Ese angulo agudo 
positive, forma do entre el lado terminai def 
angulo en posicion estandar y el eje x, reefbe el 
nombre de angulo de referenda. Figure 5,6 
Es do riotarse que un angulo de referenda $e 
define sofo para un angulo cuyo lado terminal no 
este ubicado sobre el ^exo sobre el eje y. 



angulo de referenda 
Rgura 5.6 


Ejemp.n * 

Consideremos un angulo de 240° y Memos de cofocar dicho angulo en posfeibn 
Id muestra la figure 5,7 


normal, tal como 


El angulo de 240" tiene su lado terminal en 
" e^tercer cuadrante y el £ngub agudo que 
constituido entre el tado terminal y el 
die negatrvo de x es de 240“ - I8tf a fio* 
angub, de valor 60*, es ei flamado 
angulo de referenda. 

SI ef angulo e esta dado en radianes debe 
ser oonvertido a un Angulo en grades con 
d fin de trabajar con mayor oomodidad. 



&t general, para hallar los vatares funcionales de un angub hallamos bs del angulo de referenda 

y cofocamos delante de £$tos el signo apropia do 

Pam su estudlo anafizanemos cuatro casos referidos a un angulo de referenda a. 


1m- St Urtgulo €&ts tsn ef s&g undo cusdrantG 


Si 9 esii en el segundo cuadrante se tendra que 


d, m 100* “ 0 


Ejemjr Determinar: a) sen 120 s b) cos 120 s c) tag 12Q a 


i 

K 

\4- 

ttr 

V 

*120° 
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UN I DAD II TRIGONOMETRIC 


CAPITULO 5 


Cine unferencia trigonometries 


Solution 

Observese que el angulo de 120° este ubicado en el segundo cuadrante, per b que el angulo da 
referenda a, viene dado por a , 13 ISO 11 -120° - 60® 

Jf 

a) sen 120“ - sen 60* = — (positive, porque el seno en el II cuadrante es positlvo) 

1 

b) cos 120 s = - cos 60° - “ - (negativo, porque ei coseno en el II cuadrante es negative) 

c) tag 120° * - tag 60° = - ^3 (es negative, pues, la tarsgente en el H cuadrante es negativa) 


2,~ Stef angulo esta en el tercet cuadrante 


Sf 8 este en el teroer cuadrante se tendr£ que 


0,-6- 1B0° 


Ejemplo Determinar: a) sen 225* ' b) ms 225 s c) tag 225° 


Soludon 

B angulo de 225* esta ubicado en el tercer cuadrante, por lo 
que ef Angulo de referenda ser£; a,. = 225 s -180° = 45* 



a) 

b) 


sen 225° - »sen 45 s = - 
ms 225° = - cos 4S ? = - ^/ 2 


(porque el seno en ef III cuadrante es negative) 
(porque el coseno en el III cuadrante es negative) 


c) tag 225* = tag 45“ = 1 (porque to tag en el III cuadrante es positiva). 


Si etdnguio esta en efeuarto cuadrante 

Si 0 esta en el cuarto cuadrante se tendra que: 


ov = 360 - e 


0 = 330V 


+ y 

.*".X 


Ejempi; Determinar: a) sec 330° b) sen 330° c) teg 330 s 
Solution = 

El angulo de 330° este ubicado en el cuarto cuadrante, por 
lo que el angulo de referenda sera: «r» 360“ ■ 330“ = 30" 

a) sec 330“ = sec 30“ = (sec es inverse del coseno y este es positive en el IV) 

b) sen 330 s = - sen 30 s = - ^ (porque el seno en el IV cuadrante es negative) 

c) tag 330 - - tag 30 s = - y (la tangente en el IV cuadrante es negativa) 


\ 


”S ■ x 

<<k =30° 


A 


4Cuando ef angulo es positive y mayor de 360° 

St e-l angulo es mayor de 360 s se precede a divtdir su valor entre 360* y se toma el residue. 

At dividlrse, no deben $er elimlnados los ceros del dividend 0 y el divisor, ya que esto altera e? 
resultado del residua. 
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UNIPAD n TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 5 


Cirarnferenda tngonom&rica 


■ -v ■ ' - Determinar: a) cos 1920* b) tag 1920° 


Solucron 

Efectuemos la division de 1920 entre 360 
Ei resfduo de la divisidn es 120, como puede verse 
El £nguto de referenda sera a* = ISO 5 * 120° = 60° 

Luego escribimos: 

a) cos 1920 s = cos 120 s - cos (180° - 120°) = - cos 60“ = - l / 2 (cos es negative) 


1920 

360 1 

120 

S 


b) tag 1920* = tag 120 s -tag (180 s -120“) - - tag 60“ = - S (tag es negatfra) 

Observation-. Si el angulo est3 dado en rad fanes, transforma mos estos a. grades y repetimos e! 
proceso. 


. ^ i 124n 

uplo Ehoontrar el cos -jj- 


Luego al divEdir 1860 entne 360 nos queda de nesiduo 60 
cos 15SI = cos 1860 s = cos 60 s = 

JLnt 


i860 

360 

60 

s 


Luego 


12-m t/ I 

005 IT = % J 



Hallar el seno, el coseno y la tangents de 330" 

Soiu cion 

Debemos, en primer lugar, reducir el angulo de 33Q fl al primer cuad rente. Como este angulo esta 
en el aiarto cuad rants usamos a, = 360“ - 330'’ = 30* 

Como e! seno en el cuarto ojadrante es negative escribimos para cada uno: 

sen 330 s = - sen 30“ ~~Yi (el sen en el IV ojadrante es negative) 
cos 330 s = cos 30“ = -y (el oos en el rv cuadrante es positive) 

tag 330° - - tag 30 fl - - (fa fcangente en el IV cuadrante es negativa) 
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UNI PAD II TrigOnom etri a CAPITULO 5 Grcunferencla trigonometries 


Ejemplo Hallar d sen de 60D C 

Solution 

Como 600* es mayor que 360" se divide 600 entre 360, obteniendose anno residue 240, 

Este 240 f que esta en el tercer cuadrante lo reducimos al primer cuadrante para obtener el angulo 
de referenda Of 


Luego 


0^240° - ISO 3 - 60° 


sen 600 = sen 240 = - sen 60 




(el sen en el III cuadrante es negativo), 


Ejemplo 3 Dado un angulo 6 - 210* determiner las razones trigonometrical 

Solucion 

0 = 240° este Ublcado en el tercer cuadrante, por lo que el angulo de referenda viene dado de la 
srgulente forma: a, - 210 s - ISO* - 30*. 


sen 210° = - sen 3D g = - 
esc 210 ° - - esc 30" = - 2 


cos 210 - - cos 30 = - 


sec 210” - - sec 30 D = 


2^3 


tag 210° = tag 3Cf = 0,57 
cot 2t0 fl ^ cot 30 D = 1.73 


Ejemplo 4 


Ha [fa ret cos 


2311 


Solution 

Transformemos el angulo dado a grades 

fI = ?MI° = 69 o» 

6 6 

Este angulo es necesario dividHo entre 360° ya que se trata de un angulo mayor de 360* 
Et reski no de la division es 330, ESto nos Sndica que el angulo esta en el cuarto cuadrante 
Estos 330 : lo reducimos al primer cuadrante a, - 360" - 330° - 30 1 ' 

- cos 690° = cos 33 0“ - cos 30* - ^ I 

2 


Luego cos 


cos 


230 


& 

2 


Sablendo que sen*!? = y d» en el rv cuadrante calcular sec tP y tag <i> 

Para calcular sec debemos encontrar prlmero cos <P por la relation cus 2 ® = 1 - sen 2 © 

Esta eapresldn puede escriblrse como cos $ = ±Vl-sen 2 ^ donde a I sustituir nos queda que: 

2 

Como ei artgulo <D esta en el cuarto cuadrante y el coseno es positive en este, se tendra que: 


cos 
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UNIDAD II THlGONOHITldA 


CApmiLO 5 


drcunferenda trigonometries 


Como la sec es el inverse del ooseno tambleni ha de $er poslttva, por to que se tendra que, 


sec -*= 

s 


La tangents sera tag = 


sen ® 
cq s 



1 





1. En cada uno de los ejerclcios dibuja el anguto dado en posicidn normal y obtlene cl Angulo de 
referenda. 


b) 2lO e 

c> 315“ 

d) 60° 

e> 

sn 

~G~ 

f)495* 

h) 2010“ 

3n 

15 T 

D 135° 

k) 

sn 

3 

O 780" 


2 . En cada uno de las eje ratios detemninar el valor indfcado; 

a)seri 5H bjtag— c) sen 225° d) sec 225° e) cos 225° f)sen^p g) cos 2370° 
6 3 

hjcos—y cot 225" j) cosec^ k) tag 3210 f)sec 2 330° 

3. Dado un angulo 0 - 1320" determiner todas las razones trigonometricas. 

4. Sabiendo que sec 0 = 2 y 8 en el IV cuadrante calcular tag 0, cos 8 y sen 6. 

5. Si cos G = y 9 esta en d cuadrante IV , determiner cosec 0, 

6. SI cot 0 - - i y 0 esta en el ouadrante IV , determtnar sen 0 y sec 6, 

3n 

sen 330° + cos 1020° + tag — 

7 . Enoontrar el valor de x en la expresidn ssguiente: x =-GsenISO 0 + eotlis® 


8, Encontrar el valor de x en la expnesion siguiente; x 


Sn 25 n 

sen —, sec — “tag 2640 


cos 2 225° -cosec 2040 p 
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UNI DAP II TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 5 


Orcunferencia trlgonamgkrfca 


9. Braltia, usando una calculation cada una de las expresiones dadas; 


.. 5n 
a) tag — 

e) sen 270 e 


b) sen 240“ 

- , 7 n 


c) CSC 125“ 

v 50 
g)sen — 


I) tag 225“ + cos 330* jj sen 1 2020 * cos 2 330 

Respuestas 


k) 


d) cos 180’ 

h , fcr lin 

h)cse — 

sen 5 120° 4- 2sen 1 225° 
cos 5 120°-sen 5 300° 


* , n 
1 tl J 3 
9)60° 

2. a) | 
1)1 


b}30* 
h) 30° 


& 


C)45° 
i) 90° 


d) 60“ 


J) 45° 


■Jl 


, n 

0) 6 

k) 60° 


& 


f)45 D 
£) 60° 


4i 


b) S c) - — d) - J2 e) - V *) 9> ^ h) -^r 

j) Jl . k) y 


0 4/3 


/■ 


senl320 fl = ~ cosl320 fi = 4 tag 1320“ = V5 eotl320 o ^ 


VS 


msec 1320° = 


2^3 


secl320 ( 


4. cos 0 = i senG^-y tag G - - 75 


S. Cosec 9 = - - 


$.sen B 


3^0 

10 


sec 6 = -Ji 0 


7 , x ® -i e. x ■ - 


10(V3-4} 


13 


9. a) -0,S7 b) -0,86 c) 1,22 d) -1 e) -1 f> 1.73 g} -0,7(37 h) -2 
1)1.86 j) 1,163 k) - 3,5 


5.7 Funciones Mgonomatricas de angulos opuestos 


Sea a un angulo y su opuestc ser£ - a. 

Si sobre el semfeje positive de las x de 
gn cfnculo unload, llevamas los [ados 
origan de Jos angulos a y -a se forma 
la figure mostreda a la derecha. 

Sf se obsen/a detenidamente la figure 
de fa derecha se teridra para e* seno qua: 

Sen(-<x) = -y . -.(I) 



sen a - y .(II) 
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UN ID AD II TRIGONOMETR3A 


CARITULO 5 


Onounfenenda tiigonqmetrfca 


SJ multlpflcsmos la expresion ( U ) por -1 nos quecfa que: 
- sen = -y .(Ill) 

Sf tomparamos fas exprestones [ I) y (IH) nos quecfa que 
Para el coseno se tendra que 


sera (~ a ) *= - sen a 


cos a = x .IV } 

cos(-ot)=x .(V) 


} 


cos (- a) = cos a 


La tag (- a ) la obtenemos hadendo el codente sen (- ot) y cos (* a ), obtenfendose Ja relaclon 
siguiente; 


tag (- a ) = - tag a 


Como cosec, secy cot son fos inverses del sen, cos y tag se obtendran fas expresfones sJgulentes: 


cosec (-a) = »csca 


sec (- a ) = sec a 


cot (- a) = - cot a 


Estas expreslones del cuadro nos 
pemiiten ef proceso de conversion 

de dertas expresses con angulos 
negatives en expreslones con angulos 
positives, tal y ccmo fo veremos en los 
ejemplos siguientes: 

agudo positive y obtener sj 
C) rat (-1S0°) 

* f) CSC (- IQff) 

Soludones 

a) sen (-120*) = - sen 12Q* = - sen {ISO 0 -120°) = - sen 60° « - ^ 

- COS (- ) = cos (- 225") = cos 225" = cos (225" - 1S0 & ) 

cos45 - 

= -cot 150° = - cot (L8G*- 15Q B ) = •(-cot30°) = rat 30* = ^3 


b) cos (- —) 

c) cot (-150") 


Expresar cada uno de los Angulos dados como funddn de un angufo 
valor: 


a) sen (-120 9 ) 

sn 

d) tag {- — > 


/ 511^ 
b)cos(- —) 

e)sec(- —) 


CUADRO RE5UMEN 
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UNI DAD II TR3G0N0METR±A 


CAPITULO 5 


Grcu referenda trlgonometrtca 


tag (- 300 ) - - tag 300 - - tag ( 360* - 300°) 

_ - - (- tag 60") = S 
sec 135* ) = sec 135* = sec (180” - 135“) 

= - sec 45* =* - -J2 

ff) esc (* 300°) = - CSC 300* -*csc{ 360* - 300 ) = - {- esc 60* ) = esc 60* - -y 


Tabfa que contiene vafores de los angubs cuadrantales 



W 

90° - k/2 

180'- it 

270*- 3jt/2 

3K’-2n~ 

sen 

0 

1 

0 

-1 

0 

cos 

1 

0 

-1 

0 

1 


- 4 , 5n_ , . 5,180° v 

d) tag( ) = tag (- 3 ) 


, 3H , , 3.180° 

e) sec (- —) = sec (■ — — ) 



1* Enrada uno de los ejercicios sigufentes inclique si el signo de la fundon es tornecto 0 no 
a) sen 150*.= ( + ) b) cos 170“ = ( + ) c) tag 210“ = { + ) d) cot 301° ^ £- ) 

e) cos 301* - { + ) f) sec 200* = ( + ) g) esc 250* = ( + ) h) sen (-50*) = ( + ) 

1) cos (* 70*) - ( + > J) tag {-100") - ( -) k) cot (-Z00 n ) = (*) 

2. En cada uno de los ejercidos determinar el valor Indtcado; 

a) cofe( -300°) b) cot C -315*) c) tag {- «/6 ) d)sen (- bt/ 4 ) e) cos ( - 3^u/4 ) 

f ) sect - 1W6 ) g) tag (- 5ir/6 ) h) esc (- 1530*) I) sen (-1710*) J) sen [-3*/2) 

3, Encontrar el valor de x sin usar calculadora en cada una de las exprasEones slguientes 


cost-1860°) + 05^-2610°) 

sen(-y) - sen(-315°) 


b) x - 


2 sen 1500 10 + 3 sent- ^y) 
2 cot(-3l5 0 ) - tag 225° 


sec 


3n 


„ n* 

rate--) 


4, Hacienda uso de una calculadora evalua cada ona de las siguientes expresfones; 
a) tag (-2640°) b) cos (- 2tt/3 ) c) esc (- 5 tt/ 4} d) sec { -lln/3 ) 

f) cot (-225 ) g) cot {-1 WO ) fi) tag (-1200*) I) cos {- 2220 s ) 
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e) sen (-7 ti/G) 
j} sen < - 3jt/4 ) 






























UN ID AD II TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 5 


Circu referenda trigonometrica 


S. Usa tu cuaderno, Oopla y complete la siguiente tab la obteniendo los vaJores con el use de la 
calculadora, Debes tener el cuidado de activar el modo de rad lanes o grados segun sea el caso. 


0 grades 

0 

30 

45 

60 

90 

120 

13 5 

150 

180 

210 

240 

270 

315 

a radianes 

0 

n/6 

*!■ t 

th/3 

n/2 

2np 

3n/4 

5^/6 

n 

7*/6 

4rc/3 

3tt/2 

7tt/4 

sen 9 














cos D 














tasl— 















6. SI esc tp e - 5/2, slendo 3 a/2 < & < 2* ballar cos ® y cot <P 


7. St sec O - - 7/3 y n/2 < < * ballar esc O y tag <& 

8. Hazr use de la calculadora y encuentra el valor de x en cada una de las expnesfones. Usa tres 
dedmales 

sen(- 120»l.sen(- 76S P ) + cos(-12n/7) , A - cot{-1233 c ) freos(-76B°),5ec(-225 a ) 

a - X " tag(- 966°) + oot(-150°) sen(- 5n/6),cot(-150^) + cos(-1860°) 


1. 

a) si b) no c) si d) sf e) si f) no g) no 

h) no IJ si j) no k) si 

2) 

.,f ». =).| «-f «-f 

f)^r b> V3 h)-i i)i j)i 

3 

3) 

a>-^ b)' 3 ^ 276 c) -i/6-2i/2+2 


4) 

a) 1,7320 b) - 0,5 c) 1,4142 d) 2 

e) 0,5 


f)-l g) 1,7320 h) 1,7320 1)0,5 

j)- 0,7071 

6) 

t 7jia _ _„ ifio 

7) csc<j= 2Q teg<t>=-^p 


«) 

a)-2,4650 b) 7,9475 
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UNIOAD II TRIGONOMETR3A 


CAPITULO 5 


Gnunferenda trJgonorri&rfca 


5.8 Identidades de suma y diferencia de dos angulos 


1. Coseno de fa diferencia 

Considers gn cinculo de radio unidad, Ilamado dncufo unitario, cuyo centre esta en el origen de un 
sistema de coorderadas, y dos angulos a y p en position normal (figuia de la izquierda). 



ZAOQ = 3 ZAOP - ct ZPOQ = a-p 

A: panto Initial del singulo a 
Pi punto terminal del angulo a 
A; panto initial deE angulc |3 
Q: punto terminal del angulc 3 



En la figure se esta mostrando el angulo 
correspondiente a a - |3, el oual ha 
girado de modo que este er position 
normal, 

El punto P 5 e ha girado hasta R y el 
panto Q se ha girado hasta el punto A, 


Ssan P y Q los puntos de Intersection del circtftd con 1 'Ids ladostermirales de a y 3, respective merits. 

De acuerdo tor las deflfifciones de seno y* coseno de Wnurnlfo^yriircoorJenadas de cada 
panto vendr^n dadas asf: 

Para el punto P sera P(cos a, sen a} y para el punto Q sera Qfcos p, senp) 

Las coordenadas de los puntos R y A vienen dadas asf: RfGOsfct-fi), senfa-p)] y Afl, 0), r 

Como el aijgub a-p es el mrsmo en ambas figuras, los arcos PQ y RA tienen la misma bngftud y 
como consecuencia los segments de recta PQ y AR que represents n cuerdas tienen la misma 
longitude pudi^ndose escribfr que; 

, [PQ j = |AR| f+t+ic*** nn 4+4+i* + *** I M ** (i) 

Si aplicamos la formula de la distancia entre dos puntos P y Q nos queda que: 

| PQ [ 2 -*= (CPs p-oos a) 2 + (sen 3 - sen af ( porque d(P,Q) 2 = [ Yj> - Yq ] 3 4 [ Xp - Xq y 


Desarrollando los productos notables nos queda: 

« cos 2 3 - 2cos p cos a + cos 3 a + sen 3 3 - 2 sen p sen a + sen 2 a 
Agrupando term i nos se tiene que: 

- ( cos 2 3 + sen 2 p ) + (cos 1 a + sen 2 a) - 2( cos p cos a + sen 3 sen a) 


1 + 1 - 2( cos p cos a + sen p sen a) 


- 2 “ 2 ( cos p cos a + sen 3 sen a) . 2 ) 
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LTMIDADII TRIGONOMETRIA 


CAPfTULO B 


Circunferonda trigonometries 


3, Seno de la stima 
Evaluemcs sen { a + p ) 

sen {& +- p ) ** os [ y - (a + P)] (porque sen x = cos [ --x] ( porcofuntiones) 

” cos [ (y - a) - p] (reagrupando Eos tenninOS) 

Ei desarroliamos utllizando la formula del casern de la diferencia tendremos que: 

n n 

m cos ( y - a ) cos p + sen ( y * a ) sen p 

I n n 

Recordemos que u fc i cos { — - a} = sen ay sen [ — - a} = cos a 

I_ 2 _j * j 

luego 

sen (a + p) = sen a cos p + cos a sen p 
Esta idenddad es llamada seno de Ea suma 

4. Seno de fa diferenaa 
Evaluemcs la expresion sen ( a - 0 ) 
sen (a - 3 ) - sen [a + (* P )] 

- sen a cos { - p ) + cos a sen (- p ) (Aplfcando Identldad del seno de la suma) 

= sen a cos p + cos a (- sen p) [Porque cos (- p) - cos p y sen (-p) «- sen p] 
sen { a - p ) - sen a cos p - cos a sen p 
Luego 

sen(ct-p) - sen a cos p - cos a sen p 
Esta identidad es llamada seno de la diferertda 
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UNIDAD It TRlGONOMETRfA 


CAPiTULO 5 


tircunfermcia trigonometries 


5. Tangente de fa suma y de fa diferencia 

Tratemos de expresar la tangente de una suma escribiendola como el cociente ertre el send y e! 
cossnode una suma. 

ta (aid) sen(A + B) sen Aoos B -f cos A sen B 
- cos(A + B) cos A cos B - senA senB 
Si divldimos cada termino entre cos A cos B nos queda que: 


tag ( A + B) 


serAcosB c os A sens sen A sens 
cosAcosB COSACOSB _ cos A cosB 
cos A cos B sen A sens ~ senAsenB 

cosAcosB COSACOSB COSAOOSB 


(hemos simplificado) 


Como conocemos la celadon 


tagA = 


sen A 
cos A 


podemcs escribir que 


tag (A + B ) = 


tagA + tagB 
1 - tagA tagB 


Para la idenHdad tangente de la diferencia hacemos el mismo procesp y enccmtramos que: 



resumen de identidades de suma y diferencia 



Apficaciones de fas fdentidades de suma y diferencia 


Ejempio 1 Halter cos 135° 

El angulo de 135 a puede escribirse asi: 135* = 90° +■ 45° pudiendo ublizarse te Identldad de la suma 


como slgue: 

cos 135 11 = cos [ 90° + 45°) - cos 9Q & h cos 45° 

- 0 , cos 45° 


- sen 90 


sen 45 

H, 0 .£ 

2 2 


£ 

2 
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UNI DAD II TRIGONOMETRIA 


CAPITULO 5 


Orcu referenda trigonometries 


Ejempto 2 


Hallar sen^- 
12 


Como “ = 15° = 60 u - 45° podemos escribfr que ™ - y -pudiendose utilizar la identldad de 
la dEfenencia como signer 

n ,n n v n n n n S i & 

»"« = se n( T . T ) = se n y .o 0 s T -oos y .sen- = T . T -j. T = T - 



Ejemplo 3 Hallar tag 105" 


El Angulo de 10 ^° puede escribirse ash IDS* - 60* + 45 s 

tag 60 s + 189 45* J3 + 1 


tag IDS" = tag (60° + 45 ) = 


l^tag 60°tag 45° 1-V5.1 


J3 + 1 _ (-J3*W + J3) 

1-^3 ” ( 1 - &){.!*■&) 


(1 + ^3) J 1 + 2 -J3 + 3 4+ 2^/3 2(2 + V3) , ffl 

iw~“ - zr-v+w 


tag 10S“- -(2 + V3) 


24 4 

Ejempfo 4 Sabiendo que sen a = y sen p = — con 0 < a < %/2 y nf2 < p < n, 
determlnar a) sen ( a + p) b) cos (a - p) 


Solti cion 

a) Urillzemos la formula sen f a + p ) = sen a cos p + cos a senp .(I) 

Oonocemos los valores de sen & y sen p f por lo que debemos determiner cos p y cos a 

Encontremos cos p 

Para eneontrar cos p debemos utiElzar la identidad sen 5 p + cos 2 p = 1 
sen 2 p + cos J p - 1 ► cos 2 p = 1 - sen 2 p (despejando cos 2 p) 


cos 2 p a 1 - (4/5 ) 1 - 1 


16 25-16 


25 


25 


9_ 

25 


^ 9 x 3 

cos p = * J^s = ±- 


Como p esta en el segundo oradrante y el ooseno en el segundo cuadrante es negative se tendra 
que: 


cos p - - 
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UNIDADII TRIGQNQMETRfA CAPITULO 5 Clrcunferencla ferfgonometrlca 


Encortremos cos a 

Lfsemos nuevamente fa Identidad cos 2 a = 1 - sen 2 a 


cos 2 a 


I - 



cos 2 a - 1 ” (24/25) 3 = 1 - 


576 

625 


625-576 49 

625 ~ 625 




cos a = 



Conno a esfca en el primer oiadrante y en este el ooseno es positive se tendra que: 


cos a - 


7_ 

25 


Determlhemos sen ( g + jl ) 


Sustituimos sen a t cos a, sen p, cos p por sus valores en la identidad seno de la suma 
sen ( a + JJ) - sen a cos Jl -f cos a senp 


sen ( n + p ) 


( g )(-! MA )(} 

44 
- 125 




44 

125 


b) Determine mos cos ( a - p ) 

cos ( a - p ) - cos a cos |3 + sen a senp 

Sustitoyendo cos a f cos p, sen a f senp por sus valores nos queda que: 


cos ( a - p ) = ( ~)( 




21 96 

125 + 125 


75 

125 


COS f.a-p ) 


75 

125 


Ejemplo 5 Slmpliflcar laejcpresion sen— cosn + sent! cos — , Encontrar su valor 

3 3 

Lo anterior es equivalence a esorlbJr 

n n 

sen —cos n + cos —sen O 

*3 -3 

De acuerdo con la identidad sen ( a + p ) = sen a cos p + cos a sen p podemos escriblr que: 
sen^cosn + cos^sen n = sen ( ~ ■ + n ) = sen ~ - sen 240* * 

mJ tJ J 1 J 

- sen ( 240* - 180* ) 

- -sen 60° 

- V£ 

2 


170 
















UNI DAD II TRIGO N DM ETRIA 


CAPfrULO 5 


CfrainfenEnda trlgonom&rEca 


Ejcmplo 6 Demostrar la sfguiente identidad oos(^ + ®) - aw(2-“ ®) » -V3sen® 

3 j 

Desamolfemos el primer mlembro iisando las Identidades estudiadas 

.n . -ii .. n n _ , n _ n _ v 

ca&{y + ®) - cos(y - <i>) - cos ycos ® - sen y sen <1* - (cos y cos ® + seriy sen ®) 

n n n n 

-cos — cos® - sen —sen® - cos — cos cp - sen--sen® 

^_3_ # 3 3 

A ' fl 

Como las expresses A y S son Jguales y de sfgnos opuestos ellas se antilan, quedindonos: 


-2sen^£en® - ~2.^seri® = sen ® 
3 2 


43 


Luega 


cos(5 + ®) - cos{“ - ®) - ~4z sen ® 
3 3 


ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


L Hallar cos 105° en terminos decos (ISO* - 45° } 

2. Hallar: a) cos(y+b) sen(n - 5.) e) «(f - y) d) tag (45' - 30') 

3- VerEfiea cada una de las slgulentes Identldades: 
a) sent^ - 4?) = cos® b) sen(^ + ®) - cos® c) sen(n + ®) - -sen® 


d) cost 1 * ^ - ®) = sen® 
g) cos(n + ®) = <os® 


e) cos(% + ®) = -sen® 
h) «(3% - ®) = -sen® 


f) cos(n ■ ®) = *cos® 

I) cos( 3J ^ + ®) = sen® 
0 cos( 3 % + ®) = -cos® 


j) ser{n - 0 ) = sen® k) sen( 31 ^ - ®) - -cos® 

4. Haz uso de las fdentldades demostradas en el ejerclcio 3 y simplifies las expreslones 


a) sen(n + ®).co£(n - ®) - cos(n + ®)cos(n - ®} 

b) sertf 1 ^ + a) cos A + cos[^ + A) sen A - 2sen(n + A)cos ^ - A) 

c) sen(% + B)coe<n - b) - sen(%+ B ) n+B) 

<J) sen (%' A}.cos(n - a) - sen( 3 ^ - A)senf^ + A) 
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UNIDAI> H TRJ60NOMETHIA 


CAPITULO 5 


Circunferenda trigonometries 


sen (^2 + B}sen(n - B) + cosi 1 }^ + B) cos(Il + B) 
senf 1 ^ + B)oos(lI - B) - cos(n + B)cos(n - B) 
cos(n + x) oos(^ - x) - 2 sen ( r }'2 + *) sen(n + x ) 
cos{^2 + x)cos(n~f- x) + sent 1 J ^ * x ) sen(Il - x} 


5. Slmpliflcar fas siguientes expresicnesi 

a) sen(P + Q) + sen(P~ Q> bj cos(a + b)cos b + sen(a + b) sen b 

c) cos A cos B - sen A sen B d) cos Q sen P - cos P sen Q 

e) cos A cos 0 + sen A sen B f) cos 37* cos 22° - sen 22 * sen 37 & 

g) sen 23” cos 37° + cos 23° sen 37* „ ti) cos 57* cos 12* + sen 57° sen 12" 


.. 4n 3n 4n 3n 

i) cos —-cos — +sen—sen — 


J) 


tag 50° ^tagiO^ 

l-tag5G°tag 10 : 


k) 


2 n , 3 n 
tag - -tag — 

1+tag^tag^ 

5 2D 


3n 4n 3ri 4n 

f) sen “ cos ™ +cos — sen — 
7 7 7 7 


6 . Demuestra las siguientes identldades: 
a) sen(A + B) - sen(A - B) - 2 cosA senB 


b) oos( x + 45* 3 + sen[x-45*) = 0 


ssn^f A " B) 

c) senfx + y } cos y - cosfx + y)sen y = sen x d) — = cotB - cot A 


e) tag(4S° +4>) = 


l + tag <ft) 
1 - tag « 1 > 


sen A senB 

f) cos ( x + y ) + cos (x - y) = 2 cosy cos x 


g) cos (A + B) cos (A - B) = cos 1 A -sen 2 B h) sen {A + B) sen (A - B) - sen 2 A - sen 2 B 


„ n, cos A - sen A 

1) COS(A + -) =- -j= - 


, n sen 0 + coso 
3 ) sen (<d + —— 


7. Dado sen a - 3/5 y sen p = 4/5 estando a y p entre 0 y a/2 evaluar 
a) sen ( o + p) b) cos (ca + 0 ) 

S. Sabiendo que sen a = ~ y cos p = 1 estando a y p en el primer cuadrante, calailar: 

2 2 

a) cos ( a + p) b) esc (a + (3) c) cot (a + p) 

9. Supongase que n/2 < a < % y n- < p < 3n/2 * Ademas sen a, =3/4 y cos p - 2/5. 

Encontrar sen { a - p) 

ID. Dado q,ue sen A - - 3/5 para A en ef tercer cuadrante y cos B = 5/12 para B en el cuarto 

ouadrante, determlnar: a) sen (A 4* 8 ) b) cos (A + B) c} iEn que cuadrante esta A + B? 
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LiNIDAD II TRIGONOMETRIA 


cAPtruuo s 


Circunferencia trigonometries 


11- Si sec t = - 5/4 para t m el segundo cuadrante y cot u = para u en el tercer cuadrante, 
de term mar: a) sen (u - t) l>) tag (u- 1) - 

12. Dedudr una expresidn para sen (A + B + CJ 

13. Usa la expresion deducida anteriormente para calculsr sen (30° + 4S fl + 60*) 

14. Comprabar que sen b . cos ( a - b) + cos b • sen (a - b) = sen a 

15. Com probar las slgulente Identidades 


sen(a4b) + sen(a-b) 
'cos^ + bj + cosfa-b) y 


$ena sen b 


16. Verifies las slguientes igualdades: 

cot a cot b - i 


a) cot(a + b) = 


eota + cotb 


b) cos(60° + x) = 


cosx -^3senx 




c) sen(45 & + x) - —(cos x + sertxj 


17. Si tag A - 2, tag B = 3 y tag C - 2 + ^3 verifiear que tag (A + B + C) = V3 
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UNI DAD n TRIGONOMETRY 


CAPITULO 5 


Circunferencia tiiqonometrica 


9 Las formulas para el doble de un angulo 

1 , Identid&d del seno de valor doble 

Para ello partlremos de la ya conoada relactones sen (x 4- y) 

Si en la Edentfdad sen (x + y) - sen x cos y + cos x sen y hacemos x ^ y nos queda que: 
sen (x + x) * sen x cos x + cos x sen x ■ 2sen x cos x 
sen 2x = 2 sen x cos x 

sen 2x - 2 sen x cos x 


Z identtdades del cosenode valor doble 

Si en la Identidad cos (x + y) = cos x cos y - sen x sen y hacemos * - y nos queda que; 
cos (x + x) - cos x cos x - sen x sen x = cos 2 x - sen 2 x 
cos 2x = cos 2 x - sen 2 x 


cos 2x - cos 2 x - sen 2 x 


■( 1 ) 


Utlllcemos la identldad pitag6rica sen 2 + cos 2 x - 1 para escriblr dos formas alternates de la 
expresion anterior. 

cos 2x - cos 2 x - sen 2 x 

cos2x - 1 - sen 3 X-sen 2 x *1-2sen 2 x (hemos sustftuldocos 2 x a 1 - sen 3 x en ( i ) } 


cos 2x - 1-2 sen 2 x 


.( 2 ) 


cos 2x = cos^x - sen 2 x = cos* x - (1 - cos 3 x) (sustltuyendo sen 2 x = I - cos 2 x en {1)) 
- cos 1 x -1 + cos 2 x (eliminando parentesls) 

= 2 cos 2 X - 2 


cos 2x - 2 cos 2 x - 1 


■(3) 


Intentemos despejar sen 2 x de la expresion de la expresion ( 2 ), quedandonos que: 
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UNIDADII TR1GONOM ETRIA 


CAPfniLO 5 


Clrcunferencra trigonometries 


3. Identfdad de fa tangente de valor dobfe 

Si hacemos |o mismo para fa expresfon tag (x + y) y hacemos x = y nos queda q uei 

teg x + teg x 2 teg 


tag(x+ x) = 


tag 2 x 


1 - tag x teg x i -tag 2 x 

2 tag x 
l-tag 2 x 



4 p Identidad para tag 2 xen terminos de cos 2x 
La expresion tag 2 x puede escribirse asf: 


2 sen J x 
tag^x* 1 


1 - dos 2x 


2 _ 2{1 - cos 2x) _ l-cos2x 

033 ^ x “ 1 -i- cos 2x - 2(1 + cos 2x) _ 1 + cos 2x 


2 1 - cos 2x 

tag x ^ --— 

l + cos2x 


Resumes de identidades para et dobfe de im angufo 



Ejercicios resueftos 

5 

Ejemplo i Si oes mi Angufo en el segundo cuadrenfce tel que cos* = determiner: 
a)sen2d> b)cos20 c) tag2d> 


Solution 

Determine mas sen 20 

Para calcuiar sen 20 usatnos la relacion sen 2d? - 2 send? cos d> 
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UN I DAD II TRIG O NOM ETRIA 


CAPmiLO 5 


Circunfenencia trigonometrica 


Determi nemos primero sen® a trav^s de ta identidad fundamental sen 2 ® + cos 2 ® - 1 


Como cos® = ~ setendra af sustituir que; 

sen 2 ®+ (y~) 2 =1 
25 , 

5e " *+^-1 

i 25 

sen ® = 1-- 

169 


(elevando el parentesisal cuadrado) 
(despejando sen 2 ®) 


sen ® - 

sen ® 


169-25 144 

--——- (operando el segundo mrembro) 

169 169 ^ 


.±M 

*169 


(©strayendo raiz cuadrada a ambos miembros) 


12 

sen® = 


Debido a que <t estb en el segiindo cuadrante y en este el sere es posMvo se rechaza el valor 
negativo, tomandose el valor positive*. 

Luego 

Finalmente systituyendo los valores en la expnesion sen 2® = 2sen® cos® se tendra que; 

, ^12 , 5, 120 

sen 20 = 2 13 ” leg 



sen2® - 


120 

169 


b) Determinemos cos 2® 

Usamos la relation cos 2® = cos 2 ® - sen 2 ® 

Sustituyendo cos 0* y sen® por sws valores nos queda que; 


ra»-(•"}*-(§)* 


^ 25 144 119 

^ cos 2® - 1 69 ' i69 -' 169 


cl DetermEnemos tag 2® 
Usetnos la reladom tag 2® - 



2tag® 

1-tag 2 ® 


Para determinar tag 2® debemos obtener tag ® a traves de la relation tag® = 


sen® 
cos ® 


Sustituyendo sen® y cos® por sus valores se tiene que: 
12 

sen® i 3 _ 12 w 

5 W 


tag ® - 


cos® 


5^ 

13 


12 

tag *=-— 
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UNZDADIE TRlGONOMETRfA CAPTTULO 5 Cirainferenda trigonometric 


2taao 

Sustltuyencfo este valor an la expresl6n tag 2$ » — nos qucda que: 

l-tsg z a> 


tag 20 


t) 




24 

24 

24 


5 

5 


24.25 

144 “ 

25-144 

tag m 

“ 119,5 

25 

25 

25 



119 



Veriflcar la slguiente Identidad cot A = 


1 + cos 2 A 


E ---*— “ " sen2A 

Inidemos desde el segundo mtembro para llegar at primero 

1 +cos 2 A l + (2cos 2 A-l) _ l-l + 2cos 2 A _ 2 cos* A _ cos A _ ^ A 


COS 2A 


2 sen A cos A 2senAcosA 2seoAcosA sen A 


Ejemplo 3. Express r sen’ A en terminus de valores del ooseno con expresses trigonorn&rrcas 
de primer grado. 

Soludon 

sen 4 A = { sen 2 A ) (sen 2 A ) 


^ 1-eos 2A j cos 2A j 
1 ‘2 cos 2A + cos 2 2A 


utilizando 3a expresion sen x 

efectuando el praducto 


5 1 - oos 2 x 

* V — _- 


= 2A + 4cos 2 2A 

4 2 4 


1 -y + z 111 
porque — 5 — = 4 -^+ 4 * 


1 1 1 /l-hcos4A\ « 

“ ri oos2A + -t- — ) S. 


cos 2 x - 


1 + 00$ 2x 


:os 1 2 x - 


1 + cos 4x 


11 11 

- * - cos 2A + - +—cos 4A aplfcando propledad dlstributiva 

4 2 &8 


Como puecte noterse, hemos cbfenido una expresion de primer grado en funcion del coseno 
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UN ID AD XI TRIGONOMETRIA 


CAP1IULO s 


Cirtunferencia trigonometrica 


□ 


ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


24 

1, Si A estri en d cuarto cuadrante y sabemos que sen A - determinar sen 2 a 

2, Dado que seno = y n < O < 311/2 determinar; a) sen 20 b] cos 20 c) tag 20 

3, Determina el vaJbr de cos 3 n en benminos de cos x 

A. Determinar una expresign para sen 3x en terminos de sen x 

5, Qbtener yna expresfon para tag 3x en termincs de tag x 

6. Qbbener ima expresitin para sec 2x en terminos de sec x 

?. En los ejeroidos slgulentes escribe la expresfon en term i nos de vabres del coseno con 
expresses trlgonorn&ricas de primer grade: a) cos* x b) sen* 3x cos* 3x 
8. Verificar las siguientes identfdades: 

a) cos* y -sen* y = cos 2y b) (sen A + cos A) 2 = 1 + sen 2 A c) 2 cos 3 x = oot x sen 2x 


d} 


2 tag A 
l + tag z A 


sen 2a 


, l-tag 2 0 ^ 

g) --^=— = cos 20 

l + tag 2 o 


j) tago + coto = 


sen 20 


_ tag A + cot A 
e) : -. —— - sec 2A 


h) 


cot A - tag A 
sen 2a 


= tag a 


i+ccs2a 
k) tag 2A - tag A = tag A .sec 2A 


1 + cos 2A 2 

f) i-=nr " cot A 

l - cos 2A 

r) tag x - esc 2x - cot 2x 
sen 2 x 


0 


1 - COS 2x 


- ootx 


„ 2cos2o _ _ ^ v sen2Y 
m) _ = cot o - tag o n) - -^rr-cotY 


sen 20 


1 - cos 2Y 


o) 


sen 20 cos20 


sen O cos o 


- seco 


g r Si 0520--- y 90° <a><180 0 evaluar; a)$enO b)coso c)cot<0 

10. Express sen 4x en firnclcn de sen x 

4 

11, SI senx « — y 0 < x < %/2 determinar: a) sen 2x b) cos 2x c) tag 2x 

5 


Respuestas 


1 . 2, a)^ b)~ c) ~ 3, 4 cos 3 3x- 3 cos x 4, sen 3x = 3sen x - 4 sen 3 x 

625 25 25 / 


5.tag 3 x = 


3 3tagx-tag J x 


Cnr a * 3 1 1 

6, sec2x =- — 7. a) - + -cos2x +—cos4x 

2-seirx ° ^ 8 


l-3tag 2 x 

b) i - ^cos 12x 9. a}” b) ~ c) ^ 10. Wl-$en 2 x(senx -2sen 2 x) 

U.a)| b)^ 
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UNIDADII TRIGONOMETRiA 


CAPttULO 5 


□rcunferenda tr&gorrametrtca 


5.10 Identidades para el angulo medio 


Partamos de la (dentidad sen 2 x «■ 


1 - cos 2x 


, l-oos2x 
sen x - --— ■ 


senx 




cos 2x 


(aplicando raiz cuadrada en ambos miembnos) 


x J 1 -®* 2 © 
560 2 = d—r 


(sustltuyendo x por -) 


H- 


-COS X 


sen 

Es de hacer rwtar que el slgno ± no slgnlfica que exlste dos posibles solution^, slgno 
signifies que debemos usar ei valor posltlvo o negativo segun el cuadrante donde este ubica„o el 

angulo asociado a x/2- 

Si observamra el resemen de identidades del doble de un angulo y apllcamos e rrilsmo 
procedimiento partlendo de las reladones cos 2 x y tag 2 x obtenemos las identidades siguientes. 


COS 




cos * y tag^±jf^5i 

7 y 1 “ 1 + COS X 


Encontremos otras dos Identidades para tag ^ 

x 

x sen 2 

Para ello partlmos de la identidad tag- - x 

ros 2 

X 

Si multiplfcamos nunrvErador y denomfnador por 2seriy setendra que. 


x „ x 
y sen-Zsen- 

2 x - x 


2sen* - 


cos^2sen~ 2 cos | sen | 


( 1 ) 


2 sen 2 | = l-cosx ( 2) ¥ 2 cos|sen| = senx (3 ) 


Sabemos que 
Sustttuyendo ( 2) y (3) en (1) nos queda que: 


x 1 - COS X 

te 9 2 = ^r 


SI en la expreslon anterior multiplicamos numerator y denominador por (1 + cos x) nos queda que: 
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UNIDADII TRIGO MOM ETRIA 


CAPUULO $ 


Circunfierencia trigonometric^ 


Luego 


x i - cos x (l-cosx){l + cosx) 
33 2 sen x senx(l + cos x) 


1-C0S 2 X 


senx(l+ cosx) 
sen 3 x 

senx(l + cosx) 
senx 
1 + cosx 


(porque (1 -cosx)(l +cosx) = 1 ■ cos 2 x 
(porque 1 -co$ 2 x = sen 2 x) 
(simplEficando por sen x) 



senx 
l + co&x 


Resumen de identidades del Angulo medio 



Ejercfcios rmsueitos 

Eje tiplo i Determiner ef valor exacto de las siguientes fundones: a) sen 22,5 s b) tag 22,5* 

Soludcn; 

a) Puede escribirse sen 22,5° = sen-^~ 

X ll “ COS X 

Si usance la relacidn sen- « * J — -— podemos estribir que: 


sen 


45' 


,- IA A ; 

= ± f^=l^r =±1 l^- =± J 


-± I±A 


Usamos el slgno positive porque 45* esta ublcado m el primer cuadrante, quedandonos: 

.S. u, W! «, a5 .. 
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LINE DAD II TRIGGNO M ETRT A 


CAPITULO 5 


Qrcunferenda trigonometries 


ACTIVIDADES PARA RESOLVER 

Erl cada uno de I os ejercldos resuelve el triangulo ABC 


1* 

b- IB 

B — 30° 

A = 133" 

2* 

A ^ 36® a ■ 24 b - 34 

3, 

B = 38° 

C » 21* 

b - 24 

4. 

A - 116 P 20 a - 17,2 c - 13,5 

5, 

8 

%Q 

11 

< 

C = 42* 40' 23,5 

6. 

B = 118" 20' C = 45° 40' b = 42,1 m 

7, 

C= 61" 10' 

c = 30,3 b = 24,2 

8. 

a = 25,2 b - 30,5 A = 54" 12' 


9<En un triangulo cualquiera se da un lado a = 4,6 y el valor del angulo opuesto a = 45 3 , Calcular 
la longitud de un lado b sabiendo quo el angulo opuesto a este lado es fi = 60°. 



10. Sa tiene un triangulo cuya longitud del lado c = S3, Si el angulo opuesto a este lado viene dado 
par 5 = 120* y o. - 3(f , calcular la longitud de! lado cpuesto a a , 


11. En un triangulo ABC, la medida'del lado a - 20 on. Ha liar la longitud del lado b sabjendo que 
los angulos en los vertices son A = 45? y B = 60°. 



12. Se dene un triangulo cuyos lados mlden c - 5 cm, b - 7 cm, y sabiendo que el angulo B = 
30 a , calcular el angulo C 


En el triSngulo de la , 
se tfene que a = 42 cm 
Calcular las longitude 
lados by 


Respuestas 
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UNIDADII TRXGONOMETRiA 


CAPITULO 5 


Circunferencia trigonometries 


5.14 Teorema del coseno o ley del coseno 

En fa fey de los senos Nemos resudto triangulos en los cuales conodamos urs lado y dos angulos o 
dos lados y un angulo que no fuera el comprendEdo entre eiios. Aqui resofveremos trlanguios en los 
aides se pfentea esta ultima situation, capatitiindonos ademas, para solutionarlos cuando 
conocenios de dlos unpcamenfce los tnes I ados. 

Para la dedueddn de ta expresioo de dicha ley consfderaremos dos trianguios, uno acuta ngulo (el 
de la izqurerda), y otro obtusdngulo (el de la dereche). 




Al aplfcar Plt&goras a los trianguios 
ACD y BCD se tiene que: 


Al aplfcar Pitigoras en los trianguios 
ACD y BCD se tfene que: 

. (l) 


h s - b 2 - x 2 .(1) 

h 2 - a 2 -(c-x) 2 .(2} 


hW-(x + c)> .(2) 

De (1) y (2 ) se tiene que; 


De (l) y (2) se tfene que: 

b 2 -x z = a z - {c - x) 2 


b z - x 2 = a 2 ~ ( x + c) ? 

Desarrollando al cuadrado de la 
dfferenda nos queda: 


Desarrallando el cuadrado de la suma 
nos queda; 

b 1 -*? - a 3 -*?-* 2 + 2xc 


b 2 - x 2 = a 3 - x 2 “ c 2 - Zxt 

Despejando a 2 y simptfflcancio queda; 


Despejando a 2 y sfmpliflcandoqueda: 

a 2 = b 2 + c 1 - 2xc 

' 


a 2 m b z + c 2 + 2xc 

Comox = b cos A results: 

a 2 = b 7 4- c 2 - 2bc cos A 


Como x = - b cos A (ya que cos A es 
negative) resuEta: 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos A 


Razonando de forma an^lcga, se obtfenen las expresiones siguaertes: 

b 2 - a 3 4- e 2 - 2ac cos B 
c 2 m a 2 + b 2 “ 2ab cos c. 

Esbo nos conduce a enundar: 
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UNI DAD II TJUGONOMETRiA 


CAPITULO 5 


Oncunferenda trigonom^trica 


£n cualquler trianguk), el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de los euadradoa de las 
longitudes de los otros dos lados, menos el dobte producto de estos por el coseno del angulo que 
| forma n* 


a 2 - b 2 + c 2 - 2bc cos A 


b 2 = a 2 + c 2 - 2ac cos B 


c 2 = a 2 +■ b 2 - 2ab cos C 


& teorema del coseno nos permits resolver triangulos cuando se conocen: 

* Dos de sus lados y el angulo comprendldo entre ellos 

* Los tres lados. 


Ijeitiplo l. Resolution de un trlangulo dados dos lados y el angulo eomprendido entre ellos. 


c ^ 32 

Solution 

Calculemos el lado b a braves de la relation: 
b 1 - a 2 + e 2 - 2ac cos B 

b 1 = 24 2 4 - 3l 2 - 2 .2432 cos 115* (sustituyendo a,cy ZB por sus vatores) 
h 1 = 2249,14165 (efectuando operationes con la calculadora) 

b - ^2249,14165 (extrayendo mz cuadrada a ambos mtembros) 




JC de la derecha 

OH UK3llAJl|lM rit 

Wtiene 

!4, c = 32 y el 

angub en d vert«r 
Resolver d trl^ngu 

e o 6S 115 . 
lo ■ 

■ 



b = 47,4 


Ejemplo 2. Resolution de un triangulo 


En el triangulo de la derecha se 

aeneqije: 

• 1$ b * 25 c - 12 
Resolver el triangulo 

—n-— 


a 

> 

■ . ; " ■ 

_ _ _ 


conaddbs los tres lados 



Solution 

Calculemos el angulo en el vertice B a traves de la relacion; b ? = a 2 +■ c 1 - 2ac cos B 

u e a 1 +c 2 -b 2 
Despejando cos B se puede escrtblr; cosB = -—— - 
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LFMDAD 11 TRIGONOMETRiA 


CAPrruLO s 


Clrcunferenda trigonometries 


cosB - 


IS 2 + 12* -25 2 
z.iai 2 


324 + 144 -625 
432 


-157 

432 


-0,363425925 


0 = 110° 18'3B 

Calculemos el angub en el vertioe usando la relation a 2 = + c 2 - 2bc ods A 

b 2 +c 2 _ ^2 

Despejando cos Ase puede escribir; cos A = -2b^” 

Sustituyendo a, b y c per sus vabres se tfene que: 


25 1 +12* -18 2 625 + 144-324 445 

005 A = 2.25,12 = 600 “ 600 
Calai lemes el valor del angub en el v^rtice C 


= 0,741666666 


A = 42® i 35" 


C « t®f - (A + B) = ISO" - (42® 7 35" + 110® IS' 38 ) = 180° - 152® 26' 13" 
C - 27® 3T 47" 



Resolver cada uno de !os stguientestrfangubs; 


= 30* b = 12 c - 24 

2, 

A = 133 ? 

b - 12 e = 15 

3, B = 72® 40 c = 16 a - 7B 

- 12 b = 14 C - 20 

5. 

a - 3,3 

b = 2,7 c = 2,8 

6. a * 2,2 b = 4,1 c = 2,4 

= 11,2 b = 15,3 C = 

116* 

24" 

8. a = 2045 C 

= 31,26 B = ID* 3T 12" 


9. a * 28,4 b = 40,3 c = 25,7 10, b = 10 c * 8 A - 72° 

11 . En un ma del coseno o ley del coseno 

En la ley de ios senos iremos resuelto triángulos en los cuales conocíamos un lado y dos ángulos o 
dos lados y un ángulo que no fuera el comprendido entre ellos. Aquí resolveremos triángulos en los 
cuales se plantea esta última situación, capacitándonos además, para solucionarlos cuando 
conocemos de ellos únicamente los tres lados. 

Para la deducción de la expresión de dicha ley consideraremos dos triángulos, uno acutóngulo (el 
de la Izquierda), y otro obtusánguto (el de la derecha). 




Al aplicar Pltágoras a los triángulos 
ACO y BCD se tiene que: 


Al aplicar Pitágoras en los triángulos 
ACD y BCD se tiene que: 

. (1) 


h s - b 2 - x 2 .( 1 ) 

h 2 - a 2 -(c-x ) 2 .( 2 } 


hW-(x + c)> .( 2 ) 

De ( i ) y (2 ) se tiene que; 


De (l ) y ( 2 ) se tiene que: 

b 2 -x z = a z - (c - x) A 


b 2 - x 2 = a 3 - 1 x +■ c) ? 

Desarrollando al cuadrado de la 
diferencia nos queda: 


Desarrollando el cuadrado de la suma 
nos queda; 

Ir- x 2 = a 3 -*?-* 3 + 2xc 


b 2 - x 3 = a 3 - x 2 “ é - 2 xt 

Despejando a 2 y simplificando queda: 


Despejando a 2 y simplificando queda: 

a 2 = b 2 + é - 2xc 

' 


a 2 => b z + c 2 + 2 xc 

Gomox = b eos A resulta: 

a 3 = b 7 4- c 3 - 2bc eos A 


Como x = - b eos A (ya que eos A es 
negativo) resulta: 

a 2 = b 2 + c 3 - 2bc eos A 


Razonando de forma análoga, se obtienen las expresiones siguientes: 

b 2 - a 3 +■ é - 2ac eos B 
c 2 m a 3 + b 2 “ 2 ab eos c. 

Esto nos conduce a enunciar: 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 5 


Circunferencia trigonométrica 


En cualquier triángulo, ef cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de los aladrados de las 
longitudes de los otros dos lados, menos el doble producto de éstos por el coseno def ángulo que 
| forman, 


a 2 - b 2 + c 2 - 2bc eos A 


b 2 = a 2 + c 2 - 2 ac eos B 


c 2 = a 2 +■ b 2 - 2ab eos C 


& teorema def coseno nos permite resolver triángulos cuando se conocen: 

* Dos de sus lados y el ángulo comprendido entre ellos 

* Los tres lados. 


Ejemplo l. Resolución de un triángulo dados dos lados y el ángulo comprendido entre ellos. 


c ^ 32 

Solución 

Calculemos el lado b a través de la relación: 

- a 2 + c 2 - 2 ac eos B 

b 1 = 24 2 4 - 3 l 2 - 2 .2432 eos 115* * (sustituyendo a,cy ZB por sus valores) 
h 1 = 2249,14165 (efectuando operaciones con la calculadora) 

b - ^2249,14165 (extrayendo rafe cuadrada a ambos miembros) 




íC de la derecha 

O 11 L- Pili I .JLIIU riL 

óé tiene que a = 2 

!4, c = 32 y el 

ángulo en d vért«r 
Resolver d triángu 

e o 6S 115 . 
lo ' 

■ 



b = 47,4 


Ejemplo 2, Resolución de un triángulo 


En el triángulo de la derecha se 
tiene qiie: 

• 1$ b s 25 c - 12 
Resolver el triángulo 

vr> 

-T-,-— 


a 

> 

■ . ; " ■ 

_ _ __ 


conocidos los tres lados 



Solución 

Calculemos el ángulo en el vértice B a través de la relación; b ? = a 2 +■ c 1 - 2ac eos B 

u e a 1 +c 2 -b 2 
Despejando eos B se puede escribir; cosB = -—— - 


■ü 
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UNIDAD n TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO S 


Circunferencia trigonométrica 


cosB - 


18 2 + 12 * -25 a 
2.18,12 


324 + 144-625 
432 


-157 

432 


-0,363425925 


0 = 110 ° 18'38 

Calculemos el ángulo en el vértice usando la relación - h 2 + c 2 - 2bc oos A 

b 2 +c 2 _ ^2 

Despejando eos A se puede escribir; eos A =- 2hc~ 

Sustituyendo a, b y c por sus valores se tiene que; 


25 3 +12 Z -18 2 625 + 144-324 445 
005 A = 2.25,12 = 600 “ 600 
Calculemos el valor del ángulo en el vértice C 


= 0,741666666 


A = 42 a Í 35" 


C « t®f - (A + B) = ISO" - (42 a 7 35" + 110“ !S' 38 ) = 180° - 152 a 26' 13" 
C - 27 a 3T 47" 



Resolver cada uno efe ios siguientes triángulos; 


= 30* b = 12 c - 24 

2, 

A = 133 ? 

b - 12 e = 15 

3 » B = 72 a 40 c = 16 a - 7B 

- 12 b = 14 C - 20 

5. 

a - 3,3 

b = 2,7 c = 2,8 

6 . a * 2,2 b = 4,1 c = 2,4 

= 11,2 b = 15,3 C = 

116* 

24" 

8. a = 2045 C 

= 31,26 B = ID* 3T 12" 


9. a * 28,4 b = 40,3 c = 25,7 10 , b = 10 c * 8 A - 72° 

11 . En un triángulo los lados miden a - 3 cm, b - 5 cm y c - 6 cm. Calcular los tres ángulos. 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 5 


Circunferencia trigonométrica 


Proble mas de aplicación 



problema i 

Los lados de un paralelogramo tienen longitudes de 5 cm y 12 cm. SF ellos forman entre sí un 
ánguhj de 36 ? , calcular la longitud de las diagonales. 

Saludó» 

La figura de la derecha muestra el 
paralelogramo con las condiciones 
del enunciado del problema, 5 

Para calcular la longitud de la diagonal 
BD aplicamos la ley del coseno, 

(BD ) 2 = (AO ) 2 + (AB ) 2 - 2<AD).(AB) COS A 

{ BD ) 3 = ( 5 cm f + ( 12 cm f - 2 ( 5 cm ) ( 17. cm ) COS 36° 

( BD )* = 71,918 cm 2 - «* BD = 1 /71,918cm 2 -► 

Para calcular la diagonal AC debemos primero obtener el ángulo en el vértice B 

30° 4- 0 = ISO" _ p, B = 180* - 36° - B = 144 e 

La longitud de la diagonal AC vendrá dada por la ley del coseno así; 

(ACJ 2 ^ÍAB ) 2 + (BC) 3 ~2{ AB )(BC)COSB 
(ACf = ( l2cm) 2 + ( 5cm) z -2( 12cm}( 5cm ). ms 144° 


BD = 8,48 cm 



( AC ) 2 - 266,08 cm 2 —► AC 



AC *= 16,31 cm 


Problema 2 . 

Para medir la distanda entre dos colinas A y B; desde un tercera colina C ubicada a 12 Km de A f se 
miden los ángulos A y C, los cuates son respectivamente 46° y 38* ¿Qué distanda existe entre A y 
B?. 

Solución 

La figura mostrada a la derecha representa las 
condiciones del problema. 

El valor del ángulo en B viene dado así: 

B = 180° - (46 e + 38*) - 180° - 84° 

B = 96* 


Para calcular la distancia AB * c usamos el teorema del seno r pudiéndose escribir; 



sen 38° se n 96° 
c = 12 Km 


12 Kmu sen 38° 
sen 96° 


c - 7,42 Km 











































UNIDAD H TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 5 


Circunferencia trigonométrica 


Problema 3 

Dos fueraas Fi ■ 14 N y F¿ » 6 N están actuando sobre un mismo punto. Sí la fuerza resultante es 
de 17 N, calcular el valor del ángulo formad o entre dichas fuerzas. 

Solución 

Observemos la figura de la derecha 
donde se muestran las condiciones 
del problema: Fi = 14 N F¡ = 6 N. 

La idea es calcular el valor del ángulo G 


Observemos que el ángulo formado entre 

las fuerzas Fi y Fj es igual al ángulo exterior en el vértice C (ángulos correspondientes, los cuales 
son iguales). Esto nos Indica que debemos calcular fnldalmente el valor del ángulo ct para luego 
obtener el valor de g. 

Usemos el teorema del coseno así: F R 1 = F¡ * + F 2 2 - 2 F,.F 2 eos C 



Despejando eos C se tiene que: cosC - 


M 


F, + F* - F» 




Sustituyendo Fi, F¿ y F* por sus valores se tendrá que: cosC = 
196 N 3 +36 N 2 -289 M 2 


(14N) Z + (GN) 3 -(17N)' 


2.(14N).(6N) 


cosC = 


168N' 


eos C ~ * 0,339285714 


C = 109 5fy = a 


El valor del ángulo 9 lo determinamos despejando de la reladón; G + a - ISO* 


9 = 180° - & = 180' - 109* 50' 


Problema 4 

Se tienen dos boyas distantes 64 m una de la otra. Un barco se encuentra a 35 m de la boya mas 
cercana y el ángulo formado por las visuales desde el barco a las boyas es de 35 a 16 r . Calcular la 
distancia que separa al barco de la boya ubicada más tejos de él. 


G s 70* 10' 


Solución 

La Figura de la derecha representa las condiciones 
del enunciado del problema, b = 64 m 
Se trata de un triángulo en el que se cortocen los 
dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos. 

La ubicación del barro está representado por B y 
los puntos A y C representan las boyas. 

Primero debemos determinar el valor del ángulo en C 
Para ello usamos la reladón referida al teorema del seno 



sen35 fi l6‘ sene 


Despejando sen C se tiene que: 


senC = 


35m.sen 35 0 16‘ 
64m 



sen C = 0,315756173 


C = 18* 24' 23" 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPITULO 5 


Circunferencia trigonométrica 


Para determinar el valor del ángulo en ei vértice A se tendrá que: 

A + B + C - ISO* de donde A * 180 a - (8 + C) - ISO" - ( 35 a 16' * 18* 2T ) 


A = 126° 19' 37" 


Por último determinamos la longitud del lado a usando la relación 
Despejando a se tiene que: 

64m.senl26 w 19' 37' 1 


64 m 


ser 126 D 19' 37" sen35 ü 16' 


sen 35° 16' 


a *a B9,3 m 


Proí)lenta 5 

Dos aviones salen de un mismo punto, el uno hacia el oeste y el otro a 20* al este del norte; el 
primero con una velocidad de 280 Km/h y el segundo con una velocidad de 350 Km/h. ¿A qué 
distancia se encuentra uno del otro al cabo de 2 horas de vuelo?. 

Solución 

En la figura se muestran las condiciones del problema en el cual aparece dibujada la dirección de 
20° al este del norte, tomando a partir de! norte 20“ hada el este. De la misma forma se muestra la 
dirección hada el oeste sobre el eje horizontal. 


a: distancia recorrida por el avión que viaja 
a 350 Km/h en dos horas: 
a = 350 Km/h . 2 h = 700 Km 
c: dístanda recorrida por el avión que viaja 
en dirección oeste a razón de 280 Km/h. 
c = 280 Km/h . 2 h = 560 Km 
¿. B: ángulo que forman las direcciones de los dos 
aviones. 

b: distancia desconocida que separa los aviones 


Ef ángulo en el vértice B tiene como valor B = 90° + 20° = 110* 

Usando el teorema del coseno podemos escribir que 

b 2 = a 3 +c 2 -2accosB 

b 2 = (70L Km) 3 + (560 Km) 3 - 2, 700 Km . 560 Km . eos 110 a (sustituyendo valores) 
b = 1035,25 Km. (efectuando operaciones y extrayendo raíz cuadrada) 

Luego podemos decir que los dos aviones están separados 1035,25 Km. al cabo de 2 horas. 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 5 


Circunferencia trigonométrica 



1. Uri triángulo tiene lados que tienen longitudes de 34 tm, 23 cm y 42 cm, ¿Cuál es el valor del 
ángulo menor? R 33° 

2* Se tiene un paralelogramo cuyos lados miden 10,3 cm y 23,2 cm* Si uno de los ángulos mide 54 a 
12', calcular la longitud de la diagonal mayor. R: 3G r 4 cm 


3. Un pedazo de alambre de 5,5 m de longitud se dobla para formar un triángulo. Un lado tiene 1,5 
m de longitud y otro 2 m de longitud. Hallar ios ángulos del triángulo. R: 68 g , 68°, 44* 

4. Las dos diagonales de un paralelogramo tienen fongitudes de 34,4 cm y 20,3 cm y forman un 
ángulo de 118°° 36'. ¿Cuánto mide el perímetro del paralelogramo?. R: 73,2 cm 


5. 


La figura de Fa derecha muestra un barco 
localizado en el punto S, una roca en é punto R 
y el faro idealizado en el punto L El ángulo 
desde l hada las líneas de visión de S y R es 
66° 7 P 36". Calcular: a) la distancia d¿de el 
barco hasta la roca b) el ángulo desde R hada 
las líneas de visión de L y S. c) el ángulo desde 
S bacía las líneas de visión efe L y R. 



Rs a) 4 r 8 Km b) 76' 18' 39,17" c) 37° 33' 45,3" 

6. Calcular los lados de un paralelogramo sabiendo que la diagonal mide 96 cm y tos ángulos que 
forman con los fados son 40° y 35° R: 57 cm y 63,87 cm 


7. Dos aviones parten del mismo aeropuerto, uno hada el norte con una velocidad de 240 Kim/h y 
et otro a 40 9 al este del norte cor una velocidad de 320 Km/h* ¿Qué distancia los separa luego de 2 
horas de vuelo?. R: 411, 5 Km 

8. Se tienen dos fuerzas de 50 hlewton y 60 Newton actuando sobre un mismo punto. La prlrfrera 
actúa en una dirección cuyo ángulo respecto a la horizontal es de 20° y la otra en una dirección que 
forma con el mismo eje un ángulo de 80", Hallar la magnitud de la fuerza resultante y el ángulo 
que forma con la horizontal. R: 95,39 Newton y 3° 2' 28" 

9. Hallar el ángulo que forman las direcciones de dos aviones que parten de un mismo punto y que 
al cabo de 3 horas están separados entre sí una distancia de 520 Km, sabiendo que sus respectivas 
velocidades son 380 Km/h y 420 Km/h. R: 24* 22' 17" 


Eri la figura de la derecha se muestran las 
orillas opuesta;, de un río, donde se colocan 
señafes en los puntos A y B* En la orilla donde 
está ubicado et punto Aya una distancia de 
300 m se coloca una tercera señalización* Al 
medir los ángulos en A y C se obtienen 
respectivamente los valeres a - 124 e 4CT y 
p = 45° 30' * Calcular la distancia entre fas 
señalizaciones A y B R: 1253 m 
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trigonometría 


CAPÍTULO 



Circunferencia trigonométrica 


£¿üb de elevación como 18* .¿Cuál es la altura de la montana?. *■ 3,1 Km 


12 . 


En la figura de b derecha se muestra un 
punto P ubicado a 1,1 Km* de la «illa de 
un lago y 2,2 Km, de la otra orilla. Si en P 
et lago subtiende un ánguto de 54, 
calcular la longitud del lago. Ri 1/7& Km 



14. 


La figura de la derecha muestra un 
terreno en forma de trapezoide ABCD, 
donde AB es paralela a CD. Para medir 
los linderos AS Y BC se ha optado por 
trazar los ángulos representados en la 
figura, teniendo como vértices los puntos 
A y C, Calcular el perímetro del terreno* 



R: 401,03 m 

a 426 m de P. Calcula la distancia desde R hasta S, R, ¿Vit™ ™ 

16. un barco navega tode un ponto A doran* “ “^'^^S^eTla 

ce* ai «te del norte v después cambia su curso a ü ai esu; uci k 

misma velodtod durante 3 horas. iA qué distancia se encuentra el barco de, punto A7. 

R: 68,02 Km 

£««?KrsK»jnwsss*rj: 

velocidades sor 380 Km/h y 420 Km/h respectivamente, R. 24 22 18 

18. oes automóviles parten del mismo punto ^ el ^ s Tm« ,os 

wV Calcular la velocidad con la cual se desplazan dichos 

automóviles. R; 80 Km/h 

, ^ irtmíti i h »i rúa! está en oscilación alcanzando una longitud 

R; 20° 19' 43' r A O C 


20. 


En el triángulo de la derecha se tiene que, 
3^2,500 BD = 2cm BC = 4 cm 
Calcular el valor de AC 

R: 5.18 cm 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 5 


Circunferencia trigonométrica 


(Actividades complementarias 'j 


L Sabiendo que eos a - -5/13, que el ángulo a pertenece el tercer cuadrante, que sen p = 3/5 y 
que p pertenece ai segundo cuadrante, calcular sen ( a + p) y eos (« * p} 

Rr sen ( a + p) = 33/65 eos (a - P) = -15/65, 

2, Partiendo de las razones de los ángulos notables conocidos hallar: 
a) sen 15° b) eos 15 a c) tag 15° d) sen 75° e) eos 75° f) tag 75 a 


R: 


„ (b - (l (s + Jz ^ í~ ^ 

b a) — b) — 4 — c) 2-V3 d) 4 *) " 4 ■ 

3, Un ángulo del primer cuadrante verifica que sen a = 1/3, Hallar: 
a) sen 2a b) tos 2tx c) tag 2 a 


f) 2 + i/í 


4J7 4 J2 

R:a)^p b) 7/9 c) -j- 


4, Calcular: a) 


sen70° + sen50° 


eos 70 6 + eos 50° 

R: a) (i 

37Í3 


b) 


$en75 Q + senlS 0 
eos 75° + eos 15 a 

b)l 


5. Dado sen a ^ 3/5 y eos p = — - , calcular; a) sen ( a - p) b) eos (a + p) c) tag ( a - P) 


R: a) 


^3 


b) 


eVTi 


c) 1/13 


65 65 

6. Comprueba que se verifican las siguientes igualdades: 

a) sen 44* - sen 22 a - - 2 eos 147 a , sen 11® 

b) eos 70— eos 5tf = 2 sen 300° , sen 10 a 

c) sen 75° - eos 75° = 2 eos 45°, sen 30° 

7. f 

Selecciona la respuesta correcta 

En el triángulo de la derecha el 
valor de x está representado por 

a) x = 1,7 cm b) x = 2,2 cm 

c) x = L5 cm 



a. Usando las formulas del el seno y el coseno de una suma expresar el sen 3 x y eos 3x en fundón 
de las razones del ángulo x 
R: sen 3 x = 3 sen x eos 2 x - sen 3 x 
eos 3 x - oos 3 x - 3 oos x sen 2 x 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 6 


Funciones trigonométricas 



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


J 


6.1 La función seno 

Obsérvese ei diagrama de la derecha, 

En él se muestra la correspondencia que 
existe entre la medida de los ángulos 
expresados en radianes y las razones 
trigonométricas de los senos. 

En esta correspondencia se observa que 
existe una tendón, ya que lodo ángulo 
tiene un seno y soto uno". Esta tención es 
llamada seno. 

Para obtener la imagen, según la fundón 
seno del ángulo 0,85, se busca el seno del 
ángulo de 0,85 radianes, el cual es; 
0,75128, pudiéndose escribir que; 

sen 0,85 = 0,75128 


Ángulo 

seno^ 

Reales 

ñ 


* 0 



w 

b-i n 

n/6- 


*■1/2 

k 1 

Ít/í 

■p- 

.. 

W i 

fc n 

3ií¡2 


k -1 



w *■ 

_ kh 7R11R 





Nótese que la imagen de la función seno de 0,35 es el real 0,75128. 

Los valores del conjunto de partida son números reales y sus imágenes también son números 
reales. 

Todo lo expresado anteriormente nos facilita el omino para definir la función seno de la manera 
siguiente: 

La fundón seno es una fundón real de variable real tal que a cada ángulo a, expresado en 

radianes, se fe hace corresponder un número real denotado como sen a _ 


sen: R - ►R tal que sen ( a ) = y 

Esto significa que, a cada número real a le asignamos otro número real llamado sen a, de te 
manera que: 

El conjunto de partida Res igual a! dominio de la tención seno. 

El oódommic de la función es eE conjunto de los números reales. 

El rango o conjunto dé imágenes es el intervalo [-1,1]* 

Cada número real del dominio tiene una única imagen en el codominio. 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPITULO e 


Funciones trigonométricas 


úrátlca (fe 4? función seno 

La fundón seno es de (a forma f{x) = sen x. Es fácil formar una tabla efe valores, para ello basta 
con introducir en la calculadora un ángulo en grados o en radianes y pulsar la teda sen. 

Para tratar de representar la función seno formamos una tabla de valores, dándole valores a x 
preferiblemente en radianes, comprobando con ia calculadora científica estos valores redondeados 
a dos decimales, ayudándonos a trazar la gráfica. 


X 

qrad 

0 

30 

45 

60 

$0 

120 

135 

ISO 

180 

210 

240 

270 

300 

315 

x rad 

0 

ir/6 

rr/4 

*/3 

s/2 

2tc/3 

3-/4 

5n/G 

ir 

7tt/6 

4ji/3 

3ti/2 

Stt/3 

7n/4 

sen x 

0 

Q r 5 

0 r 71 

0,87 

1 

0,87 

0,71 

0,5 

0 

- 0,5 

- 0,87 

-1 

- Q f 87 

- 0,71 


Al ubicar los puntos se denotará al eje horizontal por x, y al eje vertical por sen x, Esto nos permite 
obtener una gráfica como la mostrada a continuación en la figura 6.1 



Análisis de fa gráfica 

En 9a gráfica de la figura 6.1 podemos observar los siguientes aspectos: _ _ _ 

A medida que el ángulo crece de 0 a ir/2, los valores del seno crecen de 0 a 1; por fo tanto fa curva 
es creciente en este intervalo y sus valores son positivos, Ef máximo ocurre cuando x = %f2. 

A medida que el ángulo crece de ~¡2 a %¡ los valores del seno varían de 1 a 0, En este intervalo la 
curva es decreciente y sus valores son positivos. 

A medida que el ángulo crece entre * y 3 nfl los valores del seno varían de □ a -1. En este 
Intervalo la curva es decreciente y sus valores son negativos. El mínimo valor se obtiene cuando 
x - 3 jt/2. 

A.medida qué el ángulo crece entre 3*/2 y 2% Sos valones del seno varían entre -1 y 0; por lo tanto, 
la curva es creciente y sus valores son negativos. 

La función sen x es continua para el intervalo 0 a 2 ti. Esto nos índica que no tiene roturas en su 
gráfica. 

A esta gráfica se le llama curva senoidal o sinusoide. También se le dice onda senoidal 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 6 


Funciones trigonométricas 


Propiedades o características de ía fundón seno 

A. partir de la gráfica de !a función seno es posible observar fas siguientes características: 

* Es periódica de período 2n, ya que sen (x + 2n) - sen x, Esto significa que desde x - 2% 
comienzan a repetirse los valores de sen x, ¡nidandg ia curva un nuevo ciclo que se repibe cada 
2% radianes. Obsérvese la figura 6.2 

A Ja porción que corresponde a un período se fe llama dolo. Obsérvese la figura 6.2. 
Recordemos, que una fundón es periódica si los valores que toma se repiten caifa cierto 
intervalo. 

| t 4.JÉ <!' ' * lm • $ t * - •**,-- * M ■ , T "*♦ , + fi 

*■ Es impar,, ya que sen (-x) - -sen x, Esta condición la cumplen las fundones impares cuando se 
verifica que f(-x) = Esto también nos indica que es simétrica respecto del origen 

* No es invectiva, ya que por ejemplo, ser>0/6) m 1/2 y sen (5n/6)-1/2 

* No es sobreyectíva, ya que el rango no es igual al oodominío. 



Cuando Ja función se considera definida en todo el conjunto R, se observa que su gráfica es una 
repetidor del tramo que hay en eJ intervalo [0, 2n]. 

Es, precisamente, la periodicidad de Ja función la que nos permite ampliar la gráfica para valores 
menores que cero o mayores que 2n. 

La propiedad dada como sen(x -+ 2k*) - sen x, para todo k entero, indica que el valor de ia función 
seno es la misma para x, x + 2r, f x 4- 4je, x + 6it, etc. 

Las funciones que, en ef caso del seno, se repiten a intervalos regulares son llamadas funciones 
periódicas. 


Una función f{x) se dice que es periódica si existe un número real T distinto de cero, Clamado 

período tal que 

_ f(x + T) = f(x) para todo x perteneciente ai dominio de f« _ 
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UNIDAD H TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 6 


Funciones trigonométricas 


S.2 La ftmctón coseno 

Si hacemos observaciones análogas, a las realizadas para la función seno, puede escribirse la 
definición para la función coseno así: 

La función coseno es una fundón real de variable real, tai que a cada ángulo a medido en radianes 
_ se le hace corresponder un número real denotado como eos a 

eos: R --^ R tal que eos ( a } - y 

Esto significa que a cada número real a le asignamos otro número real llamado eos a f de tal 
manera que: 

El conjunto de partida R es igual al dominio de fa función coseno. 

El eodomínro de la función es el conjunto de tos números reales. 

El rango o conjunto de imágenes es el intervalo [-1, 1]. 

Cada número real del dominio tiene una única imagen en el codominlo. 

Gráfica de fa función coseno 

La función coseno es de la forma f(x) = eos x + Todas las calculadoras científicas incorporan esta 
fundón, por eso es muy fácil formar una tabla de valores; basta con introducir un ángulo en 
radianes y pulsar la tecla eos, y ef valor que aparece en pantalla es el coseno del ángulo que 
hemos Introducido. 


X 

qrad 

0 

30 

45 

60 

90 

120-' 

135 

150 

180 

210 

240 

270 

300 

X 

rad 

0 

w/G 

n/4 

ií¡3 

k/2 

2tt/3 

3¡e/4 

5k/6 

K 

7 nf6 

%/3 

3te/2 

5*/3 

eos 

X 

1 

0,87 

0,71 

0,5 

0 

“ 0,5 

-0,71 

-0,87 

- 1 

-0,87 

-0,50 

0 

0,50 


Al ubicar ios puntos, se denotará al eje horizontal por x, y al eje vertical por eos x. Esto nos permite 
obtener una gráfica como la mostrada a continuación en lo figura 6.3 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 6 


Fundones trígono métricas 


Anáfisis (fe la gráfica 

En la gráfica de la figura 6,3 podemos observar los siguientes aspectos: 

A medida que el ángulo crece de 0 a tt/ 2, los valores del coseno decrecen de 1 a 0, Esto nos indica 
que la curva es decreciente y sus valores son positivos. 

A medida que el ángulo crece de ti/ 2 a x, los valores del coseno varían de 0 a - 1 y la curva es 
decreciente, obteniéndose el valor mínimo para x - ir. 

A medida que el ángulo crece de n a 3x/2, los valores del coseno varían de -i a Q. Esto nos indica 
que la curva es creciente y sus valores son negativos. 

A medida que el ángulo crece entre 3x/2 y 2*, los valores del coseno son positivos y varían entre 0 
y 1. En este caso la curva es creciente, obteniéndose el valor máximo en x = 2 k 

A esta gráfica se le llama coslnusoide. 

Propiedades o características de la función coseno 

Partiendo de la gráfica de la función .coseno pueden obs ervarse las características siguientes: _ 

Es periódica de período 2*r, ya que eos (x ,+ 2n) = eos x, Esto significa que desde x = 
comlertzan a repetirse los valores de eos x, iniciando la curva un nuevo ciclo que so repite cada 2rt 
radianes. 

Es par, ya que eos (-x) = eos x r condición esta que cumplen Jas funciones pares cuando se verifica 
que fi(-x) = f(x). Esto también nos Indica que es simétrica respecto al eje de ordenadas. 

No es ínyectiva, ya que, por ejemplo, cos(n/4) = eos Í2W4). Es decir, ángulos diferentes 
tienen el mismo valor. 

No es sobreyectiva, ya que e! rango no es igual al codomínio, 

El valor máximo es 1 y lo alcanza en x = 0. El valor mínimo es -i y lo alcanza en x = a. 

El dominio es el conjunto de los números reales. 

El recorrido es el intervalo [-1,1]. 

Es continua en todo su dominio. 


6*3 La función tangente 

La función tangente se puede definir de la manera siguiente: 


U fundón tangente es una función de variable real definida como el cociente; f(x) = , siendo 

eos x distinto de cero 0, denotado por f[x) = tag x, de forma tal que a cada ángulo, expresado en 

_ radianes, le haga corresponder el valor de su tangente. _ 

A diferencia de las funciones anteriores (seno y coseno), la función tangente no existe para 
cualquier número real x r es decir, no está definida para los valores x tales que eos x = 0. Ello 
ocurre cuando x es un número impar de veces n/2, por lo que se tendrá que el dominio de la 
función es: 

Ooirt f = R - - (2k + 1). rr/2, k .e zj" 
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UNIDAD n TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 6 


Fundones trigonométricas 


Gráfica de la fundón tangente 

Formemos la tabla de valores usando ana calculadora, donde la variable x se ex prese en radianes. 
Recuerde que la calculadora debe estar en el modo radianes 


x qrad 

D 

30 

45 

60 

90 

135 

18Ü 

225 

27Q 

315 

360 

x rad 

0 

h/6 

7t/4 

k/3 

rt/2 

3*/4 

TI 

Etv/4 

3%I2 

7x/4 

2 n 

sen x 

0 

0 r 58 

1 

1,73 

- 

~ 1 

0 

1 

- 

-1 

0 



En 7 t /2 y en 3n/2 la 
calculadora nos indica 
error, ya que en estos 
puntos fa tangente no 
está definida. 

- •: 

La función corta af eje 
OX en los puntos 
'siguientes; 

X = 0| ± n, ± .... 

•• _ 


Anáfisis de fa gráfica 

Para x < nj2¡ cuanto más nos acercamos a n /2, los valores de las tangentes son positivas y cada 
vei mayores. 

Para x > it/ 2, cuanto más nos acercarnos a nfZ, los valores de fas tangentes son negativas y cada 
vez menores. 

En x = tt/2 hay una asíntota vertical y no corta la curva, 

En x = 3 %¡2 existe otra asíntota vertical que tampoco corte la curva. 

La gráfica representada en la figura 6.4 es la función f(x) = tag x en el intervalo [O, 2nJ 


Propiedades o características de la función tangente 

Es periódica, de período n, ya que teg x - tag(n + x). Repite los valores cada intervalo de n 
radianes. 

Es impar, es decir,, es simétrica respecto al origen de coordenadas. 

Los ceros se determinan haciendo tag x = 0, cumpliéndose esto para x = n* con n entero 

El dominio está formado por ft-{ ±-¡2, ±3jt/2, ±5%f2 r ±9n/2,valores que anuían la 
función. 

El rango de la función es (-«, + « ), Es decir, todos los números reales, 

No es ínyectiva, ya que teg{Tt/4) = tag{5fl/4), 

És sobreyectiva J puesto que la función toma todos los valares reates. 

No tiene máximos ni mínimos. 
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UNIDAD H TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 6 


Fundones trigonométricas 


ACTIVIDADES PAi 



L Represente gráficamente la fundón y = sen x en el intervalo (-tu, %]. Para ello ayúdate de una 
calculadora y una tabla (fe valores. 

Teniendo en cuanta la gráfica de la fundón seno, representa las fundones siguientes; 


a}yasenx-2 b) y = sen ( x + ir/4) cj y = sen(x -n/2) cf)y = 3smx 


. 2. Representa gráficamente las siguientes fundones: 

a) f(x> = sen 3x b) f*x) = - ser x c) ffx) = sen 4 x d) f(x) = f(x) = sen (- 2x) 

3, Dibuja la gráfica de la fundón y = eos x en ef intervalo [- 2n, 2 k], Construye una tabla de 
valores. 

4, Representa gráficamente las fundones siguientes; 

a) y = eos x + 1 b) y = cas (x - s/4) c) y = eos x - 2 d) y - eos (x + */4) 

5, Representa gráficamente las siguientes fundones: 

a) f(x) “ eos 4 x b) fl[x) - * eos x c) y - eos 2x 

6> Indica cuáles de los ángulos siguientes no pertenecen al dominio de la fundón f(x) = tag x; 

7n/4 r 32ir/5 f 324\ 32*, 15-/4, 900* y 990“. 

7 + Utiliza la calculadora para construir una tabla de valores que te permita representar, de forma 
predsa, la fundón definida como y = tag x en el intervalo [-n/2, */2]. 

$> ¿Én cuáles Intervalos es decreciente la función coseno? 

9* ¿En cuáles Intervalos es creciente la fundón tangente? 

10. Haz una lista de 10 fenómenos naturales que sean periódicos 

1L ¿En qué consiste un electrocardiograma?, 

12. Los latidos del corazón constituyen un fenómeno esencialmente periódico y de gran 
importancia. Haz una descripción de las anomalías o arritmias del corazón, especificando el período 
en cada uno de los casos. Investiga las gráficas de los electrocardiogramas correspondientes a esas 
anomalías con el fin de observar la periodicidad. 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO G 


Funciones trigonométricas 


6.4 Funciones trigonométricas inversas 


Necesitamos estudiar ahora las inversas de las fundones trigonométricas, es decir, aquéllas 
fundones que permiten hallar, conocidos el seno, ét coseno o la tangente, et valor en radianes del 


ángulo correspondiente. Veamos: 

sen a - - significa que a representa cualquier ángulo cuyo seno vale i. De esta forma, o puede 
2 * 


tomar ios siguientes valores: 30°, 150°, 390° etc. 
Matemáticamente podemos escribir esto como sigue: 


, 1 

„ 1 

30 * * sen 1 — 

equivale a decir: 30 ° - are sen - 



equivale a decir: 150 a = are sen 


1 . 

2 


A estas funciones se les llama funciones trigonométricas inversas. 

Cuando se hizo el estudio de las fundones se mostró, aplicándose el criterio de la recta 
horizontal, que tas funciones biyedivas tienen una inversa. 

Este criterio, al ser aplicado en cada una de las fundones trigonométricas estudiadas, no se 
cumple, ya que a cada valor de su dominio le corresponde más de un valor de su codominEo (toda 
recta horizontal corta a la gráfica en más de un punto). Esto $e debe a que las funciones 
trigonométricas no son Inyectó vas y, como consecuencia, sus inversas no son funciones. 

Por tanto, para poder definir sus fundones inversas, debe ser restringido el dominio a un 
subconjunto de los números reales en el que sean invectivas y sobreyectivas, para que puedan ser 
biyectivas 


Función Arcoseno 

La función f(x) = sen x r que hemos estudiado, definida de R en [-1, 1] no es inyectiva. Esto se 
explica, porque toda recta horizontal que corte su gráfica lo hace en infinitos puntos. Para hacerla 
inyéctlva se restringe su dominio y se define así: f; [-nf2¡ V2] ^ ^ 1] 


Fundón arcoseno 




Gomo puede verse en la gráfica de la figura 6,5, ella está representando a la función y = sen x. 

Ella está restringida en el intervalo [-k/2, tu/ 2]. Esta condición la convierte en una fundón blyectiva 
y como tal debe admitir una fundón Inversa que recibe el nombre de fundón arcoseno. Fig 6.6, 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 6 


Funciones trigonométricas 


En general decimos: 


La función seno inverso o arco seno, denotada par serf 1 , está definida como sigue: 
y = sen'* v si y sófo si x = sen y con Dom = [- 1,1] y Rango = [-rc/2 , nfl] 


Función arco coseno o coseno inverso 


La fundón f(x) = eos x, definida de R en [-1, 1] no 
es inyectiva» Una recta horizontal que corte a su 
gráfica lo haría en Infinitos puntos. 

Si se restringe su dominio y se define: 

f- [0, »]—* [-1- ij 

x — — ► Y - eos x 

entonces f{x) = eos x es ftiyectlva, figura 6*7. Af ser 
bfyectlva admite una füntión inversa, que en este 
caso es llamada fundón arco coseno o coseno 
Inverso 

— 


La figura 6.8 es la representación gráfica de la función 
arco coseno o coseno inverso. 

El dominio es el intervalo [-1,1] y el rango es [0, tu] 


_ 


.-v • • v.-v. ../• 


_ 




Definición 

La fundón coseno inverso o arco coseno, 

denotada por eos' 1 se define como sigue: 

y = eos' 1 si y sólo si x = eos y con Dom = [-1" I] 
y Rgo = [0, tu] 


V 






- 


■ 

_ _ ■ ■: ' 


.f 




Fundón coseno 
y = tos* 


~ 


> x 


*/ 2 \ 


X 


i TT 




Figura 6.7 



La función arco tangente o tangente inverso 


Á 

i y Figura 6.10' 

y = arctag x 

k/2 ^ 

r. k 

/ 

r 

-n /2 
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UNIDAD II TRIGONOMETRÍA 


CAPÍTULO 6 


Funciones trigonométricas 


La figura 6.9 representa la fundón tangente que hemos estudiado antes, la cual sabemos que no es 
inyectiva, 

Si restringimos la función tangente a una parte de su dominio, de tai manera que sea biyecüva, 
entonces ella admitirá una función inversa denominada fundón arco tangente o función 
tangente ínverso. Figura 6.10 

El dominio de esta función inversa estaría constituido por todos ios números reales y el rango 
estaría constituido por el intervalo abierto 0/2, n/2). 

Podemos definir la función arco tangente así: 

La fundón arco tangente o tangente inverso, denotada por tag' 1 , se define como sigue: 
y = tag 1 x si y sólo si x * tag x con Dom - R y Rango = (W2, n/2) 


Uso de fe calculadora 


Las tedas de la calculadora presentadas como sen 1 , eos' 1 , y tag 1 corresponden a las 
tías fundones que hemos analizado. Ellas tienen como objetivo, averiguar qué ángulos 
corresponden a una determinada razón trigonométrica. 

Para activar estas tedas, arries debe ser pulsada una de las tedas que nos permite el 
paso a la segunda opción ( INV, EHIFT, 2ndf) según sea la calculadora. 

Los valores que la calculadora ofrece para la función arco seno están comprendidos entre 

-x/2y^/2. 

Para la fundón arco coseno ofrece valores comprendidos entre 0 y le¬ 
para la función arco tangente ofrece valores comprendidos entre -s/2 y 2, 
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Fundones trigonométricas 


Ejercicios resueltos de aplicación con funciones inversas 


Ejercicio 1 Evaluar en grados y en radianes ser 1 0,75- 

a) Primera usamos la modalidad en grados y aplicamos sucesivamente 0,75 inv sen 

quedándonos así: 

sen' 1 0,75 = 48° 35 25" 

b) Usemos luego la modalidad en radianes y aplicamos sucesivamente 0,75 Inv sen 

quedándonos así: 

sen 4 0,75 = 0,848062 


Ejercido 7. Evaluar en radianes are sen (-0.32). Recordemos que are $en(-Q,32) - sen 4 (-0,32) 
Con la calculadora en la modalidad radiares aplicamos sucesivamente 0,32 ± inv sen 

are sen (-0,32) =* -0,3257295 


Evaluar en gradas y en radianes eos 4 (-0,12) 

a) Con ta calculadora en la modalidad de grados (DEG) aplicamos sucesivamente 0,17 ± ¡nv 
eos inv 0 1 ,s 

eos 4 (-0,12) = 96 * 53* 32” 

b) Con la calculadora en la modalidad de radianes (rad) aplicamos sucesivamente 0,12 ± Inv 
eos 

ras 1 (-0,12) = 1,6910862 


Evaluar en radianes sen 4 (sen 4,3) 

sen 4 (-0,9161659) Aplicando sen 4,3 

= -1,1584073 Aplicando Inv sen 

_ ■ • -tm;. . . — ■ -- - 

EjWCldo S Evaluar en radianes eos 4 (eos 3) 

eos 4 (-0,9899925) Aplicando eos 3 

= 3 Aplicando inv eos 


Ejercido 6 Evaluar con la calculadora las expresiones: 

a) sen(sen 4 0,5) b) sen (sen 4 0,8) c) eos (eos 4 0,2) d) costeos’ 1 0,7) 

Solucfón 

a) sen (sen 4 0,5) = sen (30) = 0,5 b) sen (sen 1 0,8) = sen (53,1301024) -0,8 

c) £05(78,4630410) = 0,2 d) rastros 4 0,7) = eos(45,57299 60) = 0,7 

Como consecuencia directa de a) y b) se escribe que sen (sen 1 x) = x 
Como consecuencia directo de c) y d) se escribe que costeos' 1 x) = x 
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CAPÍTULO 6 


Funciones trigonométricas 


Ejercicio Evaluar en la modalidad de radianes y = cot' 1 0,6513 

La mayor parte de las calculadoras no poseen las teclas cot -1 , pero es posible obtener los va toras 
de la cotangente inversa útil izando la identidad tag y = 1/cot y, 


Si y = cot ■> 0.6513 - ►cot y = 0,6S13 -► tagy= —= 

cot y 0/&513 

®9V = 0^13 -► V ,=ta 0" 1 ( 0^6513 ) a>nd<y<7; 

Si oprimirnos en la calculadora las tedas 0,6513 inv I/x inv tag obtenemos que: 

y - 0,993507B 


Ejercicio G Evaluar eos (tag" 1 4/3). 

Llamemos tag" 1 4/3 = p 

Si tag' 1 4/3 = p entonces tag p - 4/3 

Dibujemos ahora un triángulo como el de la derecha donde 
se cumpla que tag p - 4/3 Sí se calcula la hipotenusa por 
Pitágoras encontraremos que es igual a S. 

Al calcular eos p - 3/5 
Luego eos (tag 1 4/3) = 3/5 



Ejercicio 9 Evaluar sen (are tag x/2) 


Llamemos are tag x/2 = a 

Are tag x/2 = a signidea que tag a = 

■ 

En estos casos se dibuja un triángulo como el mostrado 
en la figura de la derecha, de tal forma que se cumpla 
que tag ot - x/2. 


Al calcular la hipotenusa se tendrá que ella es 
Al determinar la razón del seno nos queda que: 




+ x* 


X 

sen (are tag x/2) = -===== 
V4+x 2 



2 


Ejercicio 10 Hallar are sen (sen 3ir/4) 
Obtenemos primero sen 3*tf4 = — 

A continuación obtenemos are sen (—-) - n/4 
Luego are sen (sen 3ic/4) = n/4 
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CAPÍTULO 6 


Funciones trigonométricas 


1 4 

Ejercicio 11 Evaluar sen (sen 1 — + eos" 1 — ) 

Hagamos sen' 1 1/2 - U y eos ’ 3 4/5 - V, 

Sustituyendo U y V en la expresión original nos queda la expresión sen(U + V) que al desarroparla 
por la fórmula de suma de senos se tendrá: 

sen(U + V) = sen U . eos V + eos U - sen V 

Sustituyendo U y V por sus valores se tiene que: 

sen(ü ■+* V) = sen - sen * 1 1/2 + eos eos' 1 4/5 + eos- sen' 1 1/2 , sen eos' 1 4/5 
1 4 

sen(U + V) - —+ oos.sen‘ c 1/2 ,sen eos ' 1 4/5 


1 


Sabemos que sé sen“ 1 l/2 = y entonces sen y -1/2 de donde se deduce que y - 30 e 


Luego eos (sen - 1 1/2) = eos 30° = — 


Para hallar sen eos 1 4/5 haremos uso def triángulo rectángulo con eos v - 4/5 
SI eos' 1 4/5 - v entonces eos v = 4/5 

Al aplicar Pltágoras se tendrá que el otro cateto viene dado por 

x= V 25 -I 6 = ^9 = 3 
Sf x s 3 entonces sen v ^ 3/5 y por lo tanto 
Final mente se tendrá que: 


sen eos" 1 4/5 * 3/5 



sen { U + V ) - 


14 ¿ 3 4 3^3 

2'5 + 2 ’ 5 “ 10 + 10 


4-h 3^/3 
10 


Sen (sen 1 1/2 + eos" 1 4/5) ~ 


4 + 3J3 
10 
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UNIDAD El TRIGONOMETRIA CAPITULOS Funciones trigonométricas 


C 


A CTIVIDADES PARA RESOL VER 


i 


1. Usando la talcufadora electrónica en fa modalidad de RAD (radianes) obtener el valor exacto en 
radianes: 

a) sen' 1 / 2 ) b) senfsen ' 3 0,82) c) cos’^-O^?} d) sen -i |seíi(-3)J e) costsen' 1 0,42) 

f) 5 en 4 [sen(- 54 )] g} eos ' 1 (eos 2,73} h) sen 1 (eos 1,38) i) sen 1 (sen 28) j) eos 1 (sen 0,76) 

2, Hallar los valores siguientes sin hacer uso de la calu ladera 

a) are sen (sen 3¡r/2) b) sen ' 1 (sen c) are tag (tag 3 ji/ 4) d) cos' L ( eos 5*/4) 

e) are eos (eos 5 tt/ 6) f) sen (are tag 1)' g) eos ' 1 (sen rc/ 6 ) 


h) sen ' 1 (tag tt/ 4 ) 
k) sen ' 1 (sen rc/5) ¿) &en _ 2 [sen(^re/ 6 )] m) cos acos s/3) 

q) sen'^sen n/6) 


0 ) sen [are cos(-l/ 2 )] p) tag(sen 1 ~ 


i) sen ' 1 [sen (-3n/4)] 
n) cosíate sen(-l/ 2 )] 

r) cosftag " 1 ~) 

3, Dado a ~ sen' 3 1/3 encontrar el valor exacto de cada una de tes expresiones siguientes: 

a) eos ex b) tag a c) sec a 

4. Dado p = are eos 2/3, encontrar el valor exacto de cada una de las expresiones siguientes: 

a) tag p b) cosec (3 c) cot (3 


5. Evaluar y simplificar? 

a) senftag’ 1 x/2) b) cosísen' 1 2/3) c) tagfsen' 1 2/S) d) sen [are sen 2/3 + are eos 1/3] 

e) cosfsen' 1 1/3 - tag’ 1 1/2 ] f) tagftag' 1 3/4 - sen' 1 1/2] g) eostsen 1 ~ + eos’ 1 3/5] 

1 “ 

h) senfsen 4 1/2 + eos' 1 3/5] i) cosísen" 1 — - - eos' 1 1/2] j) cosfsen' 1 5/13 + tag 4 24/7] 

6 . Demuestra las siguientes identidades haciendo uso del tríánguío rectangulo< 

a) eos (eos' 1 4/5) + tagfsen' 1 2/3) = b) senfarc sen 1/2 ] - oosfaresen 4/S] = - 1/10 

c) sen(arc sen 5/7) + tagfarc tag 2) - 19/7 

i4n-sJ% 


d) tag(are eos 5/6) « eos (are sen 4/7) = 

e) cosísen ' 1 2/3) + cosfsen ' 1 3/5) - 


35 

3-122+5-Is 

15 
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CAPÍTULO 6 


Funciones trigonométricas 


Resolver una ecuación trigonométrica consiste en determinar el valor o los valores de las 
incógnitas capaces de satisfacer la igualdad. 

Veamos algunos ejemplos de resolución de ecuaciones trigonométricas 


Ejemplo 1 Resolver fa ecuación eos x - — 
La resolución de esta ecuación es inmediata. Veamos, 



y x = 7-n/4, Esto es equivalente a decir en grados x = 45 a 


y x = 3I5 D 

Nótese que el coseno es positivo en el primero y el cuarto cuadrante. Para obtener e! ángulo en el 
cuarto cuadrante hacemos x = 360° — 45° - 315. 


Ejemplo 2 Resolver la ecuación eos 3x = - — 

4i 

Los ángulos deE primer giro cuyo coseno es igual a - — son i35° y 225* . Esto porque eos 3x es 
negativo y el coseno es negativo en el segundo y tercer cuadrante, por lo que; 


x ~ 90* + 45 a = 135* 


x = 180'+ 45° = 225' 


Por otro lado, tos ángulos obtenidos al sumar a los anteriores un número entero de vueltas tendrán 
el mismo coseno. 


3x - Í35°+36Ü°k; ksZ 


Luego debe cumplirse que: * 


3x - 225 e + + 360 a ; kez 



Despejando x se tendrá que: 4 




Al expresarlo en radianes nos queda que: ^ 
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Ejemplo 3 Resolver la ecuación eos x 

cosx 


ootx 


cosx - 


cosx 


senx 


(escribiendo en el segundo miembro cot x = : — ) 


senx 


eos x. sen x = oos x 
eos x * senx - eos x = 0 
eos x ( sen x - 1) - 0 

Si eos x ( sen x -1) = G ^ < 




(escribiéndote en forma iEneal) 

(Igualando a ceno) 

(sacando factor común eos x) 

cas x ■ 0 x = k /2 y * l x = 3itf2 

o 

sen x - i * 0 fc sen x - I ► x - x/2 


Luego se tendrá en radianes x - n/2 y x = 3n/2 o en grados x = 90° y x = 270 a 


Ejemplo 4 Resolver la ecuación sen x + oos x = 1 

Expresamos el seno en fundón del coseno usando Ja relación sen x = ± Vi-eos 2 x 
Sustituyendo en la ecuación original se tendrá que: 

±Vl -cos 2 x + eos x - 1 


± v'l - cos 2 "x = 1 - eos x (pasando eos x ai segundo miembro) 

1 -cos^ = (1 - eos x)* (elevando al cuadrado a ambos miembros) 

1 - tos 3 * ss i - 2 eos x + eos 2 x ( producto notable en ei segundo miembro) 

1 - eos 2 * -1 + 2 eos x - cq5*x - 0 (igualando a cero) 

-2CD3 3 x +2 eos x - 0 (efectuando términos semejantes) 
eos 3 x - eos x = 0 (dividiendo ambos miembros por -2) 

eos x£cos x -1) = 0 (sacando eos x tactor común) 


Si eos x(eos x - 1) = 0 



tos x = 0 


eos x - 1 = O 


x - n¡2 y x = 3x/2 


"eos X = 1 ► X = 0 


Las soluciones de la ecuación son x - #t/2 y x = 0 

La solución x = 3*/2 es ficticia y no verifica te ecuación original. Compruébalo. 
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Ejemplo 5 Resolver la ecuación sen x + sen 3x = 0 

Hagamos uso de una expresión que transforma una suma de senos en productos 

x V x ■" y 

Recordemos que sen x + sen y = 2 sen - eos—..(I} 

Aplicando te expresión ( I) en te ecuación original se tendrá que: 

v + Iy y - 3X 

sen x + sen 3x - Z sen —— —.eos ^ - 

4x 2x 

= 2 sen -y.cos{~) = 2 sen 2x . cos(-x) 
sen x +■ sen 3x — 2 sen 2 x . eos x [ porque cosf-x) - eos x] 

Con esta transformación, la ecuación original es equivalente a: 


2 sen 2x. eos x = 0 


sen 2x , eos x - 0 (dividiendo ambos miembros por 2) 


Si sen 2 x , eos x = 0 



eos x = 0 



2x = 0 D + 360° k ; keZ 
2x = 180° 4- 360 a k; keZ 

x = 90’ + 360° k; keZ 
x = 270° + 36Ef k; keZ 


->x =0° + 360° k 
—► x = 90 Q + 180 


Expresando estos resultados en radianes se tendrá 



0 + Ttk; keZ 


x - ít/ 2 + 7ck; keZ 


Ejemplo £ Resolver la ecuación 2 sen x - 1 = 0 r donde: 

a) x está en el intervalo [o, 2k\ b) x no tiene restricciones 

a) 2 sen x - 1 = 0 ^ 2 sen x - 1 ^ sen x = 1/2 

Nuestro propósito es encontrar los valores de x donde se cumpla que sen x = 1/2. 
Dibujemos un triángulo de referencia con un ángulo de referencia a 
Como sen a = 1/2 entonces el cateto opuesto al ángulo a es 1 y el 
valor de la hipotenusa es 2. 

Este es un triángulo rectángulo, con ángulos de 30° y 60 a con a = -/■& 

Al ser positivo el valor del seno, el ángulo a puede estar en él primero, 
o en el segundo cuadrante. 
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Sí a = %/& está en el primer cuadrante, entonces x = n/6 


Si a = tt/ 6 está en ei segundo cuadrante, entonces x = 5ir/6 


Muestra respuesta será: 


x ~ re/6 y x - Sn/fi 


b] Las soluciones anteriores, restringidas al intervalo [0, 2rt], son llamadas soluciones básicas, o 
soluciones fundamentales de ía ecuación. 

Sabemos, que es postble sumarte múltiplos de 2r. a esas soluciones básicas, con lo que el sen x 
tendrá el mismo valor, Estas soluciones en estas condiciones son Itamadas soluciones generales 
de Ja ecuación dada. 

Son soluciones generales tas siguientes: 

x .= x/6 + 2kn Ó x - 5x/6 + 2kx 

Así, por ejemplo. 

Si k = 3 -► X - re/6 + 23.n - re/6 + fot = 37 

Sí k = -2 1 ► x = n/6 + 2.(-2 ).tc - %¡S - 4* ^ I9n(6 


Resolver la ecuación 6 eos* x + eos x - 2 - 0 en el Intervalo [0, 2n] 

Nótese, que es una ecuación de segundo grado, donde la incógnita está representada por eos x 
(variable) y los coeficientes de la ecuación son: a - 6; b = 1 y c = -2. 

Sustituyendo en la fórmula de la ecuación de segundo grado se tendrá que: 


eos x - 


-l£jl-4(6).(-2) _ -l±VíT4B 
12 12 


-l±i/49 

12 


-1±7 

12 


A partir de aquí tenemos dos opciones: eos x - 


-1 + 7 
12 



eos x = 


- 1-7 

12 


2 

I 


Analicemos eos x = 


1 

2 



Analicemos eos x - 


2 

3 



Sí 0OS X •= 1/2 ' ^ X = fitf 5 = n/3. 


eos x = -2/3 x = 4B fl 11 

Por ser eos x positivo, se tendrá que el ángulo 


Por ser eos x negativo se tendrá que el 

Corresponde al I ó IV cuadrante. 


ángulo corresponde aJ IIX y IV 

Para d 1 cuadrante x = 60* 


cuadrante. 

Para el IV cuadrante se tendrá que: 


x - im a -48" i - 131° 49 

X = 360 a - 60" = 300"= 10n/6 


x - 1B0° + 48* II' - 228* U' 

■ 1 ¡ •. - 1 te r* 


El conjunto solución viene dado asi: [ 60°, 131 fl 49, 228* 13/ , 300 o ] 
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Ejemplo 8 Resolver la ecuación 8 eos 1 x - 2 oos x = i 

Esta es también una ecuación de la forma ax 3 + bx + c, donde la Incógnita es eos x, razón por la 
cual debe resolverse 

coino una ecuación de segundo grado con variable eos x. 


Igualando fa ecuación a cero nos queda que 8 cos z x - 2 eos x-UO 
Aquí se tiene que a = 8; b - -2 y c = *1. 

Sustituyendo en la fórmula de la ecuación de segundo grado se tendrá que: 


Si eos x - 


2±6 

16 


CQSX = 


2 ± ^ 4+32 2 ± 6 


16 


< 


OOS X “ - 


16 


16 16 

r X = 60° + 2kn, ReZ 


8 ^ 1 

CÜS X = — -te- eos X = “ 

1G r 2 


COS X = -■ 


l x = 300° +con keZ 

r 

x= 104° 30'+ 2Ric; keZ 
x = 225* 30 +2kn; keZ 


Ej atiplo 9 Resolver la ecuador eos 2x + oos x = Q 

Expresemos eos 2x en fundón de x usando la reladón eos 2x - eos 2 * - sen 2 * .* .(A) 

Sustituyendo la expresión (A) en la ecuación original se tendré que: 

eos 1 x - sen ¿ x + eos x = 0 

eos 2 x - (1 - eos 1 x) + eos x = 0 {porque ser 2 x = 1 - sen 2 x) 
eos 2 x- 1 + cqs z x + eos x = 0 (eliminando paréntesis) 

2 eos 2 x + cüsx- 1^0 {sumando términos semejantes) 

Resolviendo la ecuación de segundo grado cuya variable es eos x, con a = 2; b = 1 y c = -1 
tendremos que: 

-1± VÍ+8 -1±VÍ -1±3 
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eos X = 


4 . 

- — —► eos X = 
4 


= 130° + 2krr o X = n + 2kn‘, keZ 


-li 3 

Si eos x = — -^ ^ 


2 

C05 X “ — 
4 


—► eos X = 


1 

2 


Lx - 300° + 2kti ó x = 5 tt/ 3 +2 kit 


Ejemplo 10 Hallar ángulos del primer giro que satisfacen te ecuación sen x + eos x = 1 
Expresemos eos x en fundón de sen x usando la identidad sen 2 x + eos 3 x = 1 


sen 2 x + oos 2 x = 1 -► eos 2 x = 1 - sen 2 x 1 ~ ~ 1 ~ ► 

Sustituyendo ésta expresión en la ecuación inicial se tiene que: 


eos X 



sen x + 42 vi - sen 2 - 1 

sen x + Vz-2sen 2 x = 1 

4l“2 sen 2 x - 1 - sen x 
2 - 2 sen 2 x = (1 - sen x) z 
2-2 sen 2 x - i - 2 sen x + sen 2 x 
2-2 sen 2 x - i + 2 sen x - sen 2 x - 0 
-3 sen 2 x + 2 sen x + 1 = 0 
3 sen 2 x - 2 sen x * 1 - 0 


(efectuando el producto de 4l , -Jl- sen 2 ) 

( pasando sen x al segundo miembro) 
(elevando al cuadrado a ambos miembros) 

( el producto notable del segundo miembro) 
(igualando a cero) 

(reduciendo términos semejantes) 
(multiplicando ambos miembros por -1) 


SI hacemos sen x = t nos queda la ecuación escrita de la manera siguiente: 

3 t 2 - 2 t- 1 = 0 

Resolvamos la ecuación de segundo grado en términos de t, quedándonos que: 


2*^4+!? 2±4 

6 ’ “ 6 



sen x = 1 —^ x - n/2 ó x - 90° 


= -1/3 “► sen x - -1/3 “► x = 199* 28' y 

Se puede comprobar que !a ecuación original se verifica para x = 90 5 = n/2 y para 
Esto nos indica que estas son las soluciones de la ecuación, 


x a 340" 31' 
x = 340" 31 , 
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Ejemplo 11 Resolver la ecuación co$x+cos5x-cos3x = 0 

Seleccionemos los tíos primeros términos de la ecuación cq 5 x + cos5x-cos3x = 0 

v -v-' 

A 

Escribimos la expresión señalada con A como una suma de cosenos, utfíIzando una identidad vista 
antes. 

Veamos; 

_ , x + 5x x-5x _ 6x / 4x\ 

A - eos x + eos 5 x = 1 . eos —-—.eos ——- = 2 eos — . cos ^—) ~ 2 eos 3x eos (~2x) 

2 2 2 v 2 ' 

A = eos x + eos 5 x - 2 eos 3 x, eos 2 x [Recordemos que cos[~2x) - eos 2x] 


A = 2 eos 3 x , eos 2 x 

Sustituyendo A por su expresión en la ecuación original nos quedará que: 


2 eos 3 x . eos 2 X - eos 3 x "0 

Tomando factor común 3 x nos queda que: eos 3 x ( 2 eos 2 x - 1) - 0 


Si eos 3 x [ 2 tos 2 x -1) " 0 



eos 3 x = 0 I} 

ó 

2cos2X“l-0 ^ 2 eos 2x 


1 .(10 


De (I), sí eos 3x = O 


3x = 9 CP + kit 


x = 3Q 5 + k7r/3 


f 2x = 60° + 2kx 


De (II) si 2 eos 2 x = 1 eos 2 x - 1/2 — ► < 


x - 30° + 2k?t 


2x = 300° + 2ht 


x = 150° + 2kir 


Si las soluciones son solicitadas en el intervalo [0, 2ir], se tendrá que: 


x - it/6; it/2; 7™/6; 3?r/2¡ lix/f> 


x = 30°; 90 5 ; 150°; 210*; 270°; 33G H 
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Sugerencias para fa resolución de ecuaciones trigonométricas 

Como hemos podido observar, no existe un método generaf para resolver una ecuación 
trigonométrica. Sin embargo, es posible sugerir un grupo de procedimientos que podrían ser de 
gran utilidad: 


* Si existen razones trigonométricas de distintos ángulos, x, 2x f 3x, las debemos expresar todas 
en función de un mismo ángulo simple. Ver ejercicios resueltos 5, 9,11. 

* Cuando existan varias razones trigonométricas distintas, sen x, eos x, tag x..., deben ser 
expresadas todas en función de una de ellas, Ver ejemplos resueltos 3, 4,10 . 

* De ser necesario, apliqúese un cambra de variable. Ver segunda parte de ejemplo resuelto 10. 

* Debe resolverse la ecuación obtenida considerando como incógnita la razón trigonométrica 
seleccionada en el segundo aspecto . 

■ Debe encontrarse el ángulo x partiendo de su razón trigonométrica, tomando en consideración 
que, si d ángulo x es una solución, también lo serán los ángulos x + 36ü°k, con k un número 
entero. 

* Al resolver cualquier tipo de ecuación, es aconsejable verificar que las soluciones obtenidas son 
correctas. 


ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


Resolver cada una de las siguientes ecuaciones: 

1. 2 eos x = 1 2. co t 2 x “ 1 - 0 en el intervalo [0, ícj 3. sen x = eos 2 x 


4. 

sec 2 x - 1 = tag x en el intervalo [0, 2te] 

5. 3 sen x - 2 oos 2 x = 0 

6. 

2 eos 2 x » 1 en el intervalo [O, 2n] 

7. eos 2x 4 sen x - l = 0 

8. 

10 sen 2 x - 12 sen x - 7 = 0 

9, 10 eos 2 X“!Deo£X~7 = 0 


10, sen x 4 eos x - 1 en el intervalo [0, 2™]. Sugerencia: elevar ambos miembros al cuadrado 

11. cc© 4 x + eos 2 x = eos x 12. 2 eos 2 x tag x - tag x = 0 en el Intervalo [O, 2*] 

13, tag 2 x 4 sec x - i - 0 en el Intervalo [ 0 , 2 je]. 

Sugerencia: utilizar la expresión 1 + tag 2 x= sec 2 x 

14, eos 2 x + senxcosx-l = Ü 

15, sen 2 x - tag x. Sugerencia: sustituir por la expresión sen 2 x = 2 sen x eos x. 

16, sen x + sen 2 x + sen 3 x = 0, Sugerencia: escribir sen x 4 sen 2 x como producto 

17, tag x 4 eos 2 x - 1 en el intervalo [Q r 2n] 

18, sen 2 2x + 2 cos ! x « 2 = 0 en el intervalo [0, 2n\ 

19, sen 2 2 x — eos 2 x = 1/2 20. sen 2 x - eos 2 x = 1 en el intervalo [□, 2n] 

21. tag 2 x 4 3 sec x + 3 - 0 en [O 5 , 360*] 22. tag x - eot x = O en [0°, 360 o ] 

23. sen 2 x 4 2 sen x eos x = 0 24. sec 2 x43tagx-ll = Q 

25. t/ 3 oosx-sen x = 1 26. co$2x=l+senx 
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Respuestas 
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(Actividades complementarias^ 


1, Determinar el valor de cada una de las siguientes expresiones: 

b) sen [sen" 1 12/13 -l- eos' 1 4/3] 
R; 63/6 5 

c) tag[2 eos' 1 40/41 - tos* 1 9/41] 


a) eos [sen 1 (-5/13) + tag' 1 4/3] 
p , 4{5±9) 

R 65 


R: 


. 4(9^0-31) 


c} eos [oos 1 8/15 - tag" 1 20/21] 

„ 158 + J.lsísi 

435 ' 245 

2, Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0, 2n] 

a) sen 2 x + 2 = 3 sen x- Sugerencia: hacer sen x = U R: x - n/2 

b) oos 2 x + 2 = 3cosx R: x ~ 0 

c) 2 oos* x - sen x - 1 = 0 R: x - it/6 , 5rc/6, 3 tc/2 

d) sen 2 x + 4 - 5 R: jt/2, 3 n/2 

3. Despejar t hasta centesimos en la ecuación sen 2 t-4sent+i = 0 R: 15 r 54 & 

4, Resolver las ecuadores siguientes en el intervalo [í/ 3 r 360 o ] 

a) cas a = cot a R: a s* 90* ó a “ 27CP 

b) 3 sen 2 x + 2 eos x - 2 R; x = D ú y x = 360° ó X = 109,47* y x - 250,53* 

5. Resolver el siguiente sistema 


{ 


sen ( x + y ) = 1 
sen ( x - y ) - 1/2 


R: x = 60° y - 30° 
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HISTORIA DE LAS MATEMÁTICAS 


¿Sabes cuál es el teorema del borrico?- 

Cuenta la historia que en una de sus 
famosas proposiciones, el geómetra Euclides 
estableció que la suma de dos lados de un 
triángulo es siempre mayor que el tercero. 

Los sabios de la antigua Grecia argumentaban 
que ese no era un gran descubrimiento puesto 
que era evidente hasta para un burro. 


A 



Decían; *Poned a un burro en el punto A y 
colocad pasto en el punto EL El animal sabrá por 
instinto y con toda seguridad que ir de A a B es 
mucho más corto que ir de A a C y luego recorrer 
el camino de C a B" 

¿Sabes lo que dijo Ihn Jaldun, historiador 
árabe que nadó en 1332 y murió en 14067 

" La geometría ilumina el intelecto y disciplina la 
mente. Todos los argumentos son claros y 
ordenados en grado sumo. De ese modo, la 
persona que estudia geometría adquiere 

inteligencia" 

La geometría es la ciencia del espado, siendo 
una de las bases sobre la que se apoyan la 
mayoría de las ciencia naturales, ya que confiere 
un dominio completo de las relaciones 
espádeles. 

Históricamente, la geometría es considerada la 
primera ciencia radon al estructurada por el 
hombre, en la que todos sus resultados pueden 
ser deducidos de unos pocos principios. 


En las ciencias como la Risica e 
ingeniería ios fenómenos son descritos 
en términos de cambio de posición de 
los cuerpos en el espacio. 

¿Qué era el triple negocio del 
tráfico triangular? 

Los británicos y los holandeses se 
dedicaron al tráfico triangular de 
buques, realizándose en tres puertos: 
uno europeo, otro africano y otro 
americano. 

En su inicio, los barcos salían de 
Europa con cargamento de armas, ron 
y productos de baja calidad. Una vez 
en África los cambiaban por esclavos 
negros,. Desde aquí tos esclavos eran 
transportados, amontonados como 
animales, a América y finalmente los 
barcos regresaban a Europa cargados 
de productos tales como azúcar, café y 
algodón. 

Este tráfico les reportaba un triple 
beneficio: por una parte exportaban 
sus productos manufacturados, a fa 
vez que proporcionaban mano de obra 
barata a sus colonias e importaban 
materias primas. 


Tales de Mileto (hacia 624-548 a.C) 
fue el primer gran matemático griego, 
especialmente geómetra, siendo al 
mismo tiempo un gran astrónomo y 
filósofo. Era considerado un hombre de 
extraordinaria inteligencia y venerado 
como uno de los siete sabios griegos. 
Perteneció a la escuela jónica, la cual 
se caracterizaba por preguntarse d por 
qué de las cosas. Por ejemplo, el 
hecho de que todos tos triángulos 
inscritos sobre el diámetro de una 
circunferencia son rectángulos ya era 
conocido por los babilonios, pero fue 
Tales quien demostró éste y otros 
teoremas. 


/ 
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VECTORES EN EL PLANO 


7.11ntroducción 

Sé denomina plano a una extensión como la tabla de una mesa, un subsuelo que no posea 
onduladores, o la superficie de un líquido en reposo en un fago tranquilo. Se supondrá que el 
plano puede ser prolongado en todas direcciones como se desee. 


A los diferentes lugares de un plano se les 
denomina puntos. Entre esos puntos existe la 
posibilidad de trazar líneas, siendo de especial 
interés las llamadas líneas rectas. 

Dos o más rectas en el plano que se cortan en un 
punto son llamadas rectas secantes, Este es el 
caso de las rectas a, b y a, c de la figura 74, o 
bien no cortarse nunca, como las rectas c y b. En 
este ultimo caso se dice que son rectas 
paralelas. 


7.2 Vectores en el plano cartesiano 

Recordemos: 


En un sistema de ejes cartesianos un punto P queda determinado por un par ordenado de 
números reales (x, y) que reciben el nombro de coordenadas del punto P; x es la abscisa e y es la 

ordenada. 

El término coordenadas es utilizado en el caso de ios puntos. 

El término componentes es utilizado en el caso cíe los vectores. 

Como se ha visto en cursos anteriores, un vector es un segmento de recta orientado y dirigido que 
tiene un origen y un extremo. 

Un vector es utilizado para representar las magnitudes vectoriales, que son aquellas que tienen 
módulo, dirección y sentido. 

Son magnitudes vectoriales: eJ desplazamiento, la velocidad, la fuerza, la presión, el campo 
eléctrico, el campo magnético, ei campó eléctrico. 

Un vector puede ser representado con una letra en negrilla o una letra sin negrilla. En este ultimo 
caso colocándole un flecha en su parte superior. 

Con una letra en negrilla se tendrá que a se lee vector a. 

En la escritura a mano, no resulta práctico utilizar para ios vectores letras en negrilla, razón por la 
cual se escribe así; 

lina Tetra sin negrftla y flecha en ia parte superior a , Se fes vector a, ^ 

Si P es el origen de un vector y Q el extremo, puede escribirse también ef vector así: Pq" ó FQ 
Este último $e lee: vector de origen P y extremo Q 
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7.3 Vectores fijos 

Obsérvennos en la figura 7.2 un punto P del plano cartesiano, el oral está representado por un par 
ordenado de números reales (x, y) que reciben el nombre de coordenadas del punto P. La 
primera componente del par, la cual es x, representa la abscisa; y fa segunda componente que es 
y representa la ordenada. 

Observemos la figura 7.3, en la que se tiene un vector de origen A, de coordenadas A(ai, bj y de 
extremo B de coordenadas tJ(ai t> 2 ). 

Las componentes cartesianas de un vector se obtienen restando, ordenadamente, a las 
coordenadas de su extremo las coordenadas de su origen, 

A(ai, bi) -—— *. coordenadas del origen A 

B[a 3 , bjJ - ». coordenadas del extremo B 


Las componentes cartesianas del vector AB son: 


AB - (02 ~ b 2 - bi) 




Ejemplo 

En la figura 7.4 se tiene un vector AB con las características siguientes: 
Coordenadas del origen A(2,1) . 


M Componentes cartesianas de AB 


(5 — 2, 3 - I) ■» (3, 2) 


Coordenadas del extremo es B(5, 3)^ 

Sí deseamos trasladamos desde A hasta B (figura 7,4) siguiendo fas direcciones de los ejes 
coordenados; de manera que el movimiento se inicie en la dirección del eje ox, tendríamos que 
movilizarnos tres unidades en el sentido positivo del eje ox y dos unidades en ei sentido positivo del 
eje oy, Este movimiento queda representado mediante ef par ordenado de números reales (3, 2) 


Componentes cartesianas del vector A& = (3 f 2). 

!► 

Las componentes cartesianas de BA - (2 - S, 1 - 3) - (-3, -2) t 

— ► — ^ 

Nótese que las componentes cartesianas de los vectores AB y BA son diferentes. 
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Definición de vector fijo 


' 

Un vector fijo AB es un segmento de reda orientado que queda determinado por un punto 
origen, A( 3 i, bJ, y un punto extremo, 8 {ai, b^ 

Las coordenadas del punto origen, A(a lf bj), y del punto extremo, 6 ( 3 *, b 2 ) t determinan las 
componentes, ía z - b 2 - bi) del vector fijo AB 


7.4 Características de un vector 

Todo vector fijo está dotado de una dirección, una longitud y un sentido, 

• La dirección del vector fijo AB es la de lo recta que pasa por A y B. 

■ La longitud, o módulo del vector AB, es la longitud del segmento orientado AB, Se 

represento por |AB¡ ó también escribiendo A6 

Se calcula aplicando el teorema de Pítágoras o la ecuación de la distancia entre dos puntos 
lAB| = 1 /(a 1 -a 1 ') r +(b J .| )) )2 

En la figura 7A el módulo del vector AB viene dado asir 

¡AB ] - J(5'2) J + (3-l) 2 = h 1 +2 2 = V9-M 
|AB| fe JÍ3 

* El mentido del vector fijo AB es el que se define sobre !a recto determinada por A y 8 
cuando nos trasladamos de A a B 


7.5 Vectores equipolentes 

Observemos ías componentes de los vectores fijos 



AB y CD en la figura 75, 


Tratemos de calcular las componentes d 
los vectores AB y CD de la figura 7.5. 

AS = (2-1, 2-5) = (1, -3) 

CD = (5 - 4,1 - 4) = (1, -3) 

Los vectores AB y CD tienen las mismas 
componentes y como consecuencia 
tendrán la misma dirección, el mismo 
sentido y el mismo módulo. 

A estos vectores con estas características 

> se les dice vectores equipolentes. 

x 


Podemos definir desde el punto de vista geométrico: 


Dos vectores fijos son equipolentes si tienen la misma dirección, et mismo sentido y el mismo 

módulo. 


-■ ■— i — 
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Observando el aspecto analítico podemos definir; 

Dados des vectores v =(*i f y x ) y w - {x 2> yj) ,se dice que son equipolentes si se verifican las 
siguientes igualdades: Xj = x 2 Y Yi = y¿ 


Si observamos la figura 7.5 podemos, geométricamente, reconocer dos vectores equipolentes que 
no estén sobre una misma recta: 


Si dos vectores AB y CD no situados en la misma recta son equipolentes, al unir sus orígenes y sus 
extremos queda determinado un paraletogramo ABCD, Obsérvese la figura 7.5. 


7.fí Expresión de un vector en forma potar 

Se llame vector de posición de un punto, al vector que 
tiene su origen en el eje de coordenadas y su extremo en 
diefio punto, Así, ei vector OA = a de la figura 7.6 
representa el vector de posición dei punto A y sus 
componentes cartesianas coinciden con las coordenadas 
del punto A 

a =0t‘=(x,-D,y 1 -Q) = (x,,y 1 ) 

Si conocemos la longitud o magnitud def segmento OA - r 
y el ángulo a medido a partir del lado positivo del eje x, en 
sentido contrario a las manecillas del reloj hasta la 
representación del vector, es posible obtener ia 
representación en forma polar de un vector s través de Ja 
notación OA = (r , a), siendo r la magnitud del vector OA, 

La componente X viene dada por x =¡ r eos a 
La componente y viene dada por y =: r sen a 



EJEMPLO 1 

Expresar en forma polar ei vector posición del punto P(4 r 3) 


La idea es calcular el módulo del vector y el valor del 
ángulo a. 

La magnitud o módulo del vector"of viene dado por' 

|OP| - V4 2 + 3 2 - VÍ6 + 9 - ^25 - 5 

Para determinar el ángulo a usamos la refación siguiente 

tag a = ^ a = 36,87* 

Luego el vector ÜP expresado en forma polar es: 

OP = (5; 36,B7 D J 
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Ejemplo 2 

Si nos dan un vector a - (4, 60 a ) expresado en forma polar es posible. 

componentes en las direcciones de Jos ejes x e y así: J 

L y 


x - a eos a = 4 . eos 60° = 4 * 1/2 -2 

4 y 


y - a sen a = 4 . sen GQ D = 4, =¡ 2 %/3 

x\ e ° D 

Figura 7.9 

Luego et vector expresado por sus componentes cartesianas es 

' = (2,2 S) 

| ACTIVIDADES PARA RESOLVER I 


1. Se dan los puntos A(l, 4), B{-2, -4), C(3, 5), D(6, 2), E(5, -2), F[9, -2). Representa en e! pleno 
cartesiano los siguientes vectores: a) AB b> CD c) EF d) AF, 


2. Se dan las coordenadas de los siguientes puntos: A(-l, 4); B( 2 S -5); C(5, -3); D(3, 5); 

E(0, -4); F(7 f -2). Encontrar las componentes y la magnitud de cada uno de los siguientes 
vectores: a) AB b) BC c) DC d) EF e) AF f) DE g) FC h) DB i) DA 

R: a) [3, -9); 3VIÓ b) (3, 2); VÍ3 C) (2, -8); 2-Í7 d) (7, 2); y¡S3 e) (8, -6); 10 

f) (-3, -9); 3-M g) (-2, -1); £ h) (-1,-10); -JÚñ i) (-4,-1); VÍ7 

3. Dados los puntos P(-l, -3}; Q(5, -2); R£0, 5); S(G, 4); T(3, -1); U(2, -3) dibuja sobre un 

eje de coordenadas los siguientes vectores: a) PQ b) RS c) ut d) PR e) st 

4. Sabiendo que las componentes de un vector RS = (4 P -7) y las coordenadas de un punto R son; 
R(6, 2) f determinar las coordenadas de el punto S de manera analítica. R: {10, ~5). 

5 h Dadas las coordenadas de un punto B(5, -2) y las componentes de un vector AB = (-3, -2), 
encontrar las coordenadas del punto A. R: (8, 0). 

6. Expresar en forma polar el vector posición de cada uno de estos puntos: 

a) (1, -1) b) (-1, D O (-1, ~j3) á){4l r ¡2) e) (-2, 5) f) (|, ) g) (-58.8,80,9) 

R: a) ( 1/2 ,135") b) (£., 135°) c) (2, 240®) d) [2, <(5°) e) (V29,112") f) (7, 60") 

g) (100, 126 Q ), 

7, Dados los vectores en torma polar, escribidos en forma de componentes: 

a) ti - (8.5, 244°) b) v = (8, 30°) c) m = (15, 270°) d) n = (1(8, 192°) 

R: a) u — (-3,7, *7,G) b) v 4 - (6.3, 4) c) m = (Q, *15) d) n = (*17.6, -3,7) 
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8, Dos vectores vienen dados por sus componentes así: a = (-3, 1) y b = (x + 2y r x - y) 
Encontrar los valores de x e y suponiendo que los vectores a y b sean equipolentes, 

R: x = -1, y s ^2 

9 h El vector a tiene de origen el punto (0,1) y el extremo es el punto (2 r -3), Otro vector b 
equipolente al anterior, tiene el origen en el punto (2 r -4). Hallar las coordenadas de su extremo. 

R; (4, -8), 


10. Considera los puntos A(3, -2), 8(5,4), G( 1, -5) y D[x, y). Calcular las coordenadas del punto D 
sabiendo que los vectores AB y CD son equipolentes, R: D(3,1), 

11. Dado el vector a = (x, 2) encontrar el valor de x para que se cumpla que el móduTo de a sea 
igualaS, R:x-v2Í, 

12. Dados los puntos siguientes: P(-l/2,1); Q(2, -1/2); R(-3/2, 1/4). e) hallar fas componentes 
de los vectores PQ y Qft b) calcular el modulo de los vectores PQ y QR. 

R: a) PQ = (5/2, -3/2) QR = (-7/2, 3/4) b) |^34 y |v20S 

13. Los vértices de un paralelogramo son: A(Q, 0); B(4, 0); C(0 f 3); D(e, b), a) Partiendo de 
un eje de coordenadas determina las coordenadas del vértice D, B) calcula las componentes de los 
vectores CD y AB. C) ¿Qué puedes decir respecto a los vectores CD y AB,? 

R; a) D(4, 3) b) CD = (4, 0) y AB - (4, 0) c) son equipolentes. 

14. Las coordenadas de dos puntos son: P(-í, -3) y Q(2, 4), Hallar tas componentes de un vector 
AB opuesto O PQ, R: AB = (2, -4). 

15. Dados los puntos del plano: A(-4, -1); B(-8 r -4); C(7, 4); D(3, 1). Dibuja en un plano 

cartesiano los vectores AB y CD. ¿Son AB y CD equipolentes?. Explica tu razonamiento. Dibuja un 
vector equipolente a ios vectores anteriores,. 

16. En cada caso encuentra, los valores desconocidos para que cada par de vectores sea 
equipolentes: 

a)A = (6-a,l) yB = (-2,b«3) 1 j) H = (1/2, -n) y V=(-3,2) 

c) P = (m-ri, 3) y Q=(2,-n) d)C = (3,-l) y D = (6x-3/2,-1/2) 

R: a) 8 y 4 b) 7/2 y 5/2 c)-ly-3 d) 1/2 y 3/2 
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7J Vectores libres del plano 

Observemos la figura cíe la derecha, donde 
se muestran varios vectores fijos, que a 
pesar de tener distintos su origen y su 
extremo son la representación de un 
mismo movimiento en el plano. Ellos en 
Forma geométrica tienen la misma 
dirección, el mismo sentido y e! mismo 
módulo. 

En forma analítica, todos esos vectores 
tienen las mismas componentes y, como 
consecuencia, de acuerdo a la definición 
son equipolentes. Representan, por tanto, 
un mismo vector que denominaremos 
vector libre, 
a s b = c = (3, 2) 


i_L 

0 12 3 


4 


5 


* 



Del análisis podemos decir: » 

[ Se > i*-' h,-- i fnirra ve ctor Ubre al conjunto de ve ctores equipolentes á uno dado ~ 

i 

Cada uno de tos vectores fijos que componen un vector libre es un representante de este vector. 
Así, [AB] representa el vector libre formado por todos los vectores equipolentes al vector fijo AB. 

Es importante insistir que un vector libre no es un sino un conjunto de infinitos vectores 

todos equipolentes entre sí, y que, cada vector de un vector libre es un representante de éste. 

Cuando se representen vectores tibres en un plano cartesiano es posible ubicar sus orígenes en 
cualquier punto. Por esta razón se ubican con su origen en el origen del plano cartesiano. 

7,8 Vectores notables 

En el conjunto de los vectores libres existen algunos que presentan unas características esenciales 
que permiten distinguirse de los demás. Ellos son: 

€1 vector nulo; es aquel cuyo modulo es cero, coincidiendo en un mismo punto su origen y su 
extremo. Sus componentes vienen dadas por (0,0). 

Los vectores opuestos: son aquellos, que teniendo el mismo módulo y la misma dErección tienen 
sentidos opuestos. 

Dos vectores opuestos tienen sus respectivas componentes opuestas. En la figura 7,10 los vectores 
OA - (3, 4) y OB - (-3, -4) son opuestos. 
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El vector unitario: es aquel vector cuyo módulo es igual a la unidad, caracterizándose porque una 
de sus componentes es cero y la otra es diferente de cero. Ver figura 7.12. 

Las componentes de un vector unitario vienen dadas asF: i - (0,1) y j = (1, 0) 

Los vectores ortogonales. Son aquellos vectores que forman entre sí un ángulo de 90 Q , es dedr, 
son perpendiculares entre sí. En la figura 7.13 se muestran dos vectores perpendiculares. 


7.9 Adición efe vectores 

__ Método geométrico 


Método del triangulo 

Método del paral elogramo 

Consideremos dos vectores libres a y b como ios 

Consideremos nuevamente los dos vectores libres a 

mostrados en la figura. 

yb. 

Copiamos por el extremo de a un vector equipolente 

Por el origen de a se construye un vector 

a b y luego unimos el origen de a con d extremo de 

equipolente al vector b. Figura 7.15, 

bf tal como lo muestra la figura 7,14 

Por el extremo de a se dibuja una paralela al vector 

El vector obtenido le llamaremos el vector sume de 

b y por el extremo de b se dibuja una paralela el 

los vectores a y b, denotándolo como a + b 

vector a* 

Se dibuja un vector sobre la diagonal del 
paralelogramo, el cual tiene su origen en el origen 
de los vectores y su extremo en el punto donde se 
cortan las paralelas. Este vector lo llamaremos suma 

de a y b. 

. Figura 7.15 

\b a + b 

Y / \ 

\ Figura 7,14 
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Método analítico 


Consideremos Jos vectores OA y OB, dados por 
sus componentes OA = (2, 3) yOB- (4, 2). 

Si aplicamos la regla del paralelogramo para 
efectuar Ja suma de dichos vectores, 
encontramos eJ vector OC cuyas componentes 
son OC = (6, 5). 

Al observar las componentes del vector OC y las 
comparamos con Jas componentes de Jos 
vectores OA y OB ros daremos cuenta que las 
componentes del vector OC son la suma de las 
componentes de O A y OB. 

OA = (2, 3)" 

OB = (4,2) OA + OB s OC 
OC = (6 r 5)J (2,3) +(4, 2) = {6,-5) 

Sí dos vectores, están dados por sus 
componentes. Jas componentes del vector suma 
son obtenidas al sumar las componentes 
respectivas de los vectores sumandos. 


Figura 7.15 




Ejemplo 

Dados los vectores m = (-1/2, 3); n - (2, -1/2); s = (3, 2) y u = (1/2, 3), determinar un vector 

p tai que a) p = m+n b) p - s + u c) p - m + u 


Solución 
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7,10 Resta de vectores 


Antes tiernos estudiado que dos vectores son opuestos cuando teniendo Igual magnitud y dirección 
tienen sentidos opuestos, Sí dos vectores son opuestos, sus componentes son opuestas, tal como 
ocurre con los vectores a = (-2, 5) y b = (2, -5) 

Para restar dos vectores se suma af primero el opuesto del segundo, pudiéndose escribir en el 
plano cartesiano lo siguiente: 


Diados dos vectores a = (*i r yi) y b = (x^ y a ) en el plano cartesiano, fa diferencia a menos b 




queda definida de la manera siguiente: 
a - b = (xi, yt) + (-X& -y 2 ) = (x, - y a - yj 


' 4 ' : 

- ^ 




Ejemplo 

Dados los vectores a - (1, 5) y b=> {% -3), hallar ia diferencia a - b 

a-b = a + ( -b) =(t f 5) + (-4, 3) = (1 ~4, 5 + 3H (-3, 3) 
a - b = (-3 r 8) 


Propiedades de ia adición de vectores 


Propiedad asociativa 

Propiedad conmutativa 

Dados los vectores a, b y c se cumple que: 

Para el par de vectores a y b se cumple que: 

(a + b) + c = a + (b * c) 

a + b - b + c 

Elemento neutro ( vector nulo) 

Elemento simétrico (vector opuesto) 

Para todo vector a se verifica que: 


a+0-04a~a 

Cada vector a tiene un vector opuesto, que 

donde 0, el vector nuío, es ef elemento neutro 

representamos como -a , que verificar 

para la adición de vectores. 

a + (-a) = 0 

0 = (0, 0) 



7:11 Multiplicación de un número real por un vector 


Dibujemos el vector OA = (3, 2) y a 
continuación el vector OB - {6, 4), tal 
como lo muestra la figura 7-17. 

Se trata de dos vectores que tienen 
ia misma dirácdón y el nrffemo sentido. 
Nótese que fas componentes del vector 
OB pueden obtenerse multiplicando 
por 2 las componentes del vector OA. 
(6,4) = 2{3, 2) Ó OB = 2.QA. 

En el caso del vector oc, sus 
componentes (-6, -4) se obtienen de 
multiplicar por -2 las componentes del 
vector DA. 

{-6, =4) - -2(3, 2} ó OC = -2. OA 


Figura 7.17 
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De tas observaciones realizadas podemos escribir que: 








Dado un vector libre a = (x it y :1 ) y un número real k t llamaremos producto de un número k pare/ 
vectora, a otro vector cuyas Componentes se obtienen multiplicando el número real k por cada una 
de las componentes del vector'dado. 

" V» v. • y i • . • • w 1 ¿v.*..,,- ‘Sv.-v.- i •• V 


k.a = (k x 1; k x¿). 


Este producto de un número real por un vector libre puede tener diversas interpretaciones: 


I 




... , T • rn‘. '¡' vi-- . y, . • ; • : , v.*v - •*. 

;*-,v )v'. . . • , - .,* • •, • Sfy . .\ 4 . . .. .... . . . 

» Si k = 0, entonces k . a - 0. 

* Sí k > 0, el vector k , a es un vector libre de la misma dirección y sentido que a y con un 
módulo k veoes eí módulo de a, 

* Sí k < o r él vector k . a as un vector iibna de la misma dirección que a, con sentido opuesto y 
can un módulo k veces el módulo de a= 


Ejemplo 

1 -J3 2 

Dado el vector a = ) y ei número real k = - —?= t evaluar k. a 

2 2 Ú3 

„ =- .J_f.A £ w _l 

ki, ~ i/3 2 ' 2 ” Z-J3' 

Como el producto k.a es un vector, podemos calcular el módulo de este vector así: 


**>-*••« 





Propiedades del producto de un número real por un vector 
Si k, ki, ka son números reales con a y b vectores se tendrá que: 


P.1 

K . ( a + b) = k.a + M> 

P.3 { k 4 , h } . a * k,. ( k, . a ) 

P.2 

c ki + k 2 ).a = k!. 

P.4 l,a=a 


Ejemplo 1 

Dados los vectores u - (^, V3 ) 

-/ 3 u-[«/ 2 v + ¿w] - 
v3 


= c-^2,-4) 


■ü 


w = } f evaluar la expresión: 


V3u-[V2v+ j=w] = ^(Í /1 /3)-[72(-V2,-4)+ 4r<4-'- 5 '/ 3 ’)] 


Í2 v’3 V3 
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1^3) -[(-2,-3) + (|,-5)] 


Ejemplo 2 
Dados los v 

para que se verifique la siguiente igualdad: ki»a + k 3 .b - c 


Dados los vectores a = {*1, -3) b - (p-1) c = {0, - encontrar las valones de k t y k? 


Solución 

Sustituyendo tos vectores por sus componentes en la expresión se tiene que: 

ki.( -i, -3) + kiC^,-l) ~ (0, -4-) 


f-ki -3ki) + (ik,, - ) = (0 f - —) {aplicando el producto de un número real por un vector) 

í i. 2 ¿ ‘4 

f-ki + , -3ki - W 2 ) - (0, -4) (por suma analítica de vectores) 

' 2. * 4 

Si dos vectores son Iguales sus componentes son Iguales, por lo que podemos escribir que: 


-ki + ^ k z = 0 


w-^ki-kj = 


..(I) 


■cu) 


Este sistema de dos ecuaciones con dos Incógnitas 
debe ser resuelto por cualquier método, 

Nosotros lo haremos por ei método '¡dé sustítudón. 


Despejando ki en la ecuación (I) se tiene que ki - -k z .(III ) 

Sustituyendo k L en la ecuación ( H) obtendremos que: 

-3> — k z - ka - - — 



Sustituyendo este valor de k 2 en la expresión {III) nos queda que: 
1 1 i 


K, * 



240 






























UNIDAD Ilf VECTORES EN EL PLANO 


CAPÍTULO 7 


Vectores en el plano 



3. Dados los vectores a - (-2 ); b = demuestra analíticamente la propiedad 

conmutativa de la adición da vectoras, 

2. Dados los vectores u = (-2, y); v - (-i, -3); w = (4 , -5), demuestra analíticamente Ja 
propiedad asociativa de fa adídón de vectores. 


3. Dados los vectores a = £x, y) y b - (-2, -1), ¿Qué valores deben tener xey para que se 
verifique fa siguiente igualdad 2a + b = (2, -3) R: x = 2; y = -1* 

4> Dados ios vectores x = (1, i); y = (-3, 2)} z -i, S) y los números reales m = 
n = 3 f evaluar: 

a) mx 4- ny b) m[x + nz] c) [nz + my] - nx 

Ri a) (-17/2, 25/4) b) (- 1/4, 31/4) c) (-6, 29/2) 


5. Calcula las componentes y el módulo de los siguientes vectores: 
a)w-.3í-i,3) + j2(^,Y-) b)v = {5, V3)- JE (i,- 



R: a] w = (5/3,-2S/3) |w]- |j5í b)v = (5- -JE, -JE +VÍ2 |v| = -JÍE-IOS 

6. Se tienen ios vectores u = (x, y) v = (-1, 1/2} y w - (3 f -1), Calcular el valor de las 

componentes de bi para que se verifiquen las siguientes igualdades: 

a) 2u - v +3w b) v - 2u ~ 2w R: a) x = 4 y - -5/4 b) x = 5/2 y = -3/4 

3 1 

7. Se dan los vectores siguientes: u - (-—,-1); v = {2, 1); w = (—^-1}, Encontrar los 

valores de los números reales a y £ para que se cumpla la siguiente Igualdad: au 4- 0v - w 
R: a = 9/2 y p = 7/2. 

8. Si el racional k - 3 y los vectores a = ( 2, -5) y I - (4, -3) verificar que kfa + b) - ka + kb 

(propiedad distributiva de una escalar con respecto a la adición de vectores). 

9. Dados los racionales a = 5 p— 3 y el vector a = (-4, *2) verificar que se cumple la siguiente 
igualdad fa 4 Jj)a = aa 4 pa, Propiedad distributiva de un vector con respecto a fa adición de 
racionales. 

10. Si en un vector a = (x, y) la primera componente se aumenta en cuatro unidades y la segunda 
componente se duplica se obtiene un vector b = (-2, -3), ¿Cuáles son las componentes del vector 
a.? R: x - -6 y = -1/2. 

11. Se dan los puntos A(0, -2); B[4 f -1); Cf-2, 4), Encontrar los valores de las componentes de 
un vector V - (m + 3, n - 2) para que se cumpla la igualdad BA + BC - AC =V 

R: V = (*9, *2). 
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7,12 Vector combinación lineal 

Tratemos de entender esto a través del siguiente ejemplo: 

Consideremos los vectores u = (3,4) y v = (-1, -7). 

¿Qué vector se obtiene at realizar la siguiente operación?: 2u + 3y 
L lamemos w al vector que obtendremos, pudiéndose escribir que: 

W - 2u + 3v - 2(3, 4) * 3(-l, 7) = £6, 8) + (-3, 21) “ £6 ~ 3, 8 + 21) ~ (3, 29) 

W = (3, 29) 

Luego el vector w = 2u + 3v 

Se dice entonces, que el vector w es una combinación lineal de los vectores u y v 
De acuerdo al análisis podemos definir así: 


Se dice que un vector w es combinación lineal de un conjunto de dos vectores Ui y u ; , si 
existen un par de números reales k lr k¡> tal que se cumpla que: 

_ W m + k L u 2 __ 


7.13 Dependencia e independencia lineai de vectores 


La condiooh que deben cumplir dos vectores a 
y b, para que uno de ellos sea combinación 
lineal ¿el otro és que exista un número real k 


tal que a = k.b. Esta igualdad sólo es posible 
si los vectores a y b tienen la misma dirección 


¡=Í2,Í) b=(4,2}. 


Observemos la figura 7.18 donde 

':' :V j■- &2/I É|jÍrilBNttMflÍÍÍHÍMlÉ■ ■ " " 

vectores a 

Nótese que b = 2.a. Esto sótoes posible si les 
vectores a y b tienen la misma dirección, son 
colincales. Decimos que tos vectores son 

lineal mente dependientes. 

Si los vectores tales como c y ú no tienen Ja 
misma tfireoctón np swfepp 

real que verifique la igualdad, 
que ios vectores c y d sot> • 

lineal mente Independientes. 

TTv f- - 

Los vectores c y d son no 


_ 

■■y- * . . 

numero 



/• -fy; 


De acuerdo al análisis podemos decir: 



í [ ! 


[ 

i 




_t^ 




j 

j . 



. j. 

. 1. 



1 

H \ 
! 

Je: 



1 




1 2 3 4 5 6 x 
Figura 7.18 


Dos vectores que tienen la misma dirección siempre son linea Intente dependientes. 
Dos vectores que tienen distinta dirección siempre son lineal mente Independientes. 
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Definiciones 


Dado un conjunto de vectores, se dice que son lineal mente dependientes sí uno cualquiera de 
elfos se puede expresar como combinación lineal de los demás. 

Dado un conjunto de vectores, se dice que son II ocalmente independientes, si ninguno de ellos 
es combinación lineal de los demás. 


Ejemplo 1 

Dados los vectores u = (-3, 2)\ V = (-2, -1) y w - (-2, - 3/4). Expresar w conno combinación 
lineal de Eos vectores u y v. 

Solución 


De acuerdo con la definición de combinación lineal deben existir dos números reales k* y k 2 tales 
que se verifique lo siguiente: w - k t .u + k 3 .v 

(-2, - 3/4 ) - ki(-3, 2) + k 3 (-2, -1) {sustituyendo por tas componentes de los vectores) 

(-2, - 3/4 ) = (“3 ki, 2 kt) + (-2kj, -k 2 ) ( producto de un número rea! por un vector) 

(-2, - 3/4 ) = (-3ki - 2k 2 , 2kj - k 3 ) [suma de fas componentes de los vectores) 

Sí dos vectores son iguales sus componentes son iguales, pudiéndose escribir que: 

-3ki - 2k s --2 y 2ki - k¡¡ = - 3/4, 

Como este par de ecuaciones se verifica simultáneamente, es necesario resolver el sistema para 
encontrar los valones de ki y k a 

Resolvemos el sistema por e| método de reducción, multiplicando la segunda ecuación por “2, 

J-3ki - 2ki — -2 J -3ki - 2ka = -2 

- 2 I 2ki - k 3 = - 3/4. I -4ki +2k 2 - -3/2 

■7kj = 7/2 

Al despejar el valor de ki nos queda que fci = 1/2 

Sustituyendo el valor de ki en la primera ecuación del sistema original obtendremos que: 


-3(1/2)-2k 2 = -2 —► -|-2R 1 ^2 —► -2k, = 2 + | —► -2k, = -1 
Despejando kj tenemos que kj = 1/4 

Hemos encontrado los valores de ki y que cumplen con fa condición antes expuesta 
Luego w ha sido expresado como combinación lineal de los vectores u y v 


Ejemplo 2 

Dados los vectores p = (2, -1); q = (5, 2); r = {IX, -1), Verificar si son linealmente 
dependientes. 

Solución 

De acuerdo con la definición, un vector cualquiera puede ser expresado como combinación lineal de 
los demás. Intentemos expresar el vector r como combEnadón lineal de los otros dos: 
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Deben existir dos números reales k y h tales que r = k.p + h.q 

(11; -1) = k(2; -1) + h(5, 2) (sustituyendo los vectores por sus componentes) 

(11, -1) - (2k, -k) + (5h, 2h) {producto de un número real por un vector) 

(11, -i) b (2k + 5b, -k + 2h) (sumando las componentes de los vectores) 

Aplicando la igualdad de componentes se tendrá que: 2k + 5b = 11 y k + 2h = -1. Este par de 
ecuaciones deben verificarse simultáneamente, razón por la cual debe resolverse el sistema. 

Resolvemos el sistema de ecuaciones formado, para obtener los valores de h y k 

f2k + 5h= 11 
\ -k + 2h = -1 . (13) 


Despejando kde la ecuación (II) se tiene que k - 2h + lll) 

Sustituyendo este valor en la ecuación (I) se tiene que 

2(2h + 1) + 5b - 11 4h + 2 + 5h - 11 9 b = 11 - 2 ”► 9b - 9 ► h - 1 

Sustituyendo este valor de h en la expresión (III) se tendrá que: 

K = 2.1 + 1 = 2 + 1 = 3 —► k = 3 

Hemos logrado así, expresar un vector como combinación lineal de los otros dos, lo que nos 
conduce a decir que los vectores p, q y r son linealmente dependientes. 


Ejemplo 3 

Dados los vectores a = (-2, 1); b = (4, 2); c = (-6, -3), Ver si a es combinación lineal de los 
vectores b y c* 

Solución 

Por definición deben existir dos números reales a y jJ tales que se cumpla que: 


a = ob+ ¡Je 

(-2,1) = a (4, 2) + p(-6, *3) (sustituyendo los vectores por sus componentes) 

= (4a, 2a) -f (-6 p, -3p) {producto de un número real por un vector! 

{“2, l) e (4a - 6p, 2a - 3|3) (sumando las componentes de los vectores) 

4 a - ep = 2 y 2tx - 3p = 1 (aplicando igualdad de componentes) 

Resolvemos el sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas: 


{ 


4cl - 6p = -2 
2a -3p = l 


Observaciones 


Si despejamos a de la segunda ecuación nos queda « = {1 + 3fl)/2 
Sustituyendo en fa 'primera nos queda que 4[(1 + 3JJ)/2] - 6p = -2 




Efectuando operaciones encontramos que 4 +■ 6p - Óp = -2 
De donde 4 - -2 k> cual no puede ser 

Esto nos está indicando que el sistema de ecuaciones no tiene 


solución y como consecuencia los vectores b y c no son 




combinación lineal del vector a 




. 


v Al no existir ningún número rea! capaz de satisfacer al sistema de ecuaciones planteado e$ 
posible condulr también que los vectores a, b y e son linealmente independientes,. 

* De acuerdo a esto último estamos ratificando la definición que dimos antes: Dos o más 
vectores, se dice que son llnealmente independientes, si ninguno de ellos se puede 
expresar como combinación lineal de los demá s. 
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Ejemplo 4 

Verificar la dependencia e independencia de los vectores u - (-2, 4) y v - (-6,12) 

Debemos ver sJ es posible expresar v como una combinación lineal de u. Para ello debemos escribir 
que: 

v - k u 

(“6, í2) = k(-2, 4) (sustituyendo los vectores por sus componentes) 

(-6,12) = (-2k, 4k> (producto de un número real por un vector en el segundo miembro) 

-2k = -6 y 4k - 12 (igualando componentes) 

De -2k a -6 —► k = 3 y De 4k = 12 - ► k = 3 

Hemos encontrado un valor de K = 3 capaz de satisfacer a ambas ecuaciones. 

Esto nos indica que los vectores uyv san lineal mente dependientes 


7,14 La basa canónica del espacio vectoriaf R 2 

Hemos visto que, dados dos vectores no nulos u y v de diferente dirección y cualquier otro vector, 
w, es posible encontrar dos números reales, fq y de manera que: 

Wskpit + k s ,v 

En este caso decimos que el conjunto B = {n, v) constituyen una base del conjunto de los 
vectores libres V a . y a los números reales ki y k 2 les llamaremos componentes de w en la base 
formada por uyv, escribiéndose que w = (k lr k 2 ). 

Así, si w = 5ti + 2v, diremos que las componentes de w en la base formada por u y v son (5, 2), 
escribiéndose que: 

W = (5, 2) 

Existen muchas bases del plano, tantas como 
pares de vectores líneafmente independientes es 
posible encontrar De todas esas bases, es 
especialmente importante la constituida por los 
siguientes vectores i - { 1 , 0) y j = (0, 1) los 
cuales conocemos con el nombre de base 
canónica. Ellos son los vectores unitarios y son 
paralelos a los ejes coordenados. Figura 7.19 


Cualquier vector del plano puede ser expresado 
como combinación lineal de los vectores de la 

base canónica. 

Así, el vector a = (4, 3) de la figura 7.20 puede 
ser expresado como combinación lineal de los 
vectores de la base canónica, 
a=<4, 3) = 4(1, 0) + 3(0, 1) - 41 + 3j 




Una base del plano está constituida por dos vectores linealmente independientes. 
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EJEMPLO 1 

¿Constituyen una base dd plano los vectores (1 F 2) y (-3, 1)?. En caso de respuesta positiva, 
exprésese el vector (-3, 8} como una combinación lineal de los vectores de la base. 

Solución 

Nos basta con averiguar si los vectores son Idealmente independientes. 

Obsérvese que (1, 2) * k(-3, -1) porque 1/-3 * 2/1. 

Por tanto, los dos vectores son Idealmente Independientes y, en consecuencia constituyen una 
base del plano* 

Expresemos et vector (-3, 8} conno una combinación lineal de los vectores de la base. 

(-3,8) ^ h.(l, ZJ+M-3, 1} 

(-3, 8) - (h, 2h) + (-3t, t) (producto de un número real por un vector), 

(-3, 8) » (h -3t, 2h + t) (por adición de vectores por componentes). 

Por Igualación de componentes podemos escribir que; -3 - h - 1 y 8 = 2h + t 

{ -3 =r tl- t 

esh = 3 y t - 2. Compruébalo. 

8 = 2h +1 

Luego (-3, 8) - 3 * (1, 2) + 2 . (-3,1). 

Los números que hemos calculado, tales como h = 3 y t - 2 son llamados componentes del 
vector (“3, 8} ai la base B = {(1,2), (-3,1)}, 


Ejemplo 2 

Las componentes de un. vector v en la base {(1, 3), (2, -i)} son (-2, 4). ¿Cuáles son las 
componentes de este mismo vector en la base canónica?. 

Solución 

Expresemos et vector v como combinación Eíneal de los vectores de la base, pare lo cual las 
componentes de (“2,4) harán el papel de los números reates h y t 
* = *2 , (i f 3) + 4. (2, -1) = (-2, + (8, -4) = (-2 + 8, -6 + (-4 )) = (6,-10) 

Las componentes del vector v en la base canónica son; (-6, -10) 

v ~ (-6, -10) = 6 (1, 0) - 10. (0,1) 



1, Dados los vectores a = (2, 3); b = (-1, 6) y e = (10, -15). Determinar los valores de los 
números reales ki y k 3 para que el vector c sea una combinación lineal de ios vectores a y b. 

R: ki = 3 y fcj = -4. 

2, Dados tos vectores p = (17, 13); q = (-1, ?)yr = (5, -2), expresar el vector p como una 
combinación lineal de los vectores q y r 

R: p - 3q + 3r 

3, Dados los vectores u = (1, -1); v = (-2, 1)? w ^ (8, -5), expresar el vector w como una 
combinación lineal de tos vectores u y v, R: w = 2u - 3v 
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4 ;Verificar sí los vectores u(2, 0); v(l, -2) y w{4, -8) son linealmente dependientes, En caso de 
serlo expresar uno de ellos como combinación lineal de los otros, 

R; son linealmente dependientes. W = Q.u + 4.v, 

5 h Verificar la dependencia e independencia lineal de ios vectores ti = (2 f 0); v = (1, -2), 

R: son linealmente independientes, 

6. Dado el vector p = (x, y) y ios vectores q ^ {-1, -3); r = (-2 f 1). Hallar los valores de las 
componentes x e y para que se verifique la igualdad r = 3p - 2q 

R: x - -4/3 y ** -5/3 

7. Dados los vectores a - (-3, 2); b = ( -2, -1); c = ( 5 , 2} + Encontrar los valores de k, y k 7 para 
que se verifique la igualdad c - 'Mt + k z b. 

R: k, = -1/2 kj = 1/4 

8. En cada uno de tos pares de vectores, razona cuáles de ellos son llnealmértte independientes y, 
como consecuencia constituyen una base de los vectores libres del plano. Luego expresa el vector 
w = (3,1) como combinación íinealde las bases que hayas encontrado. 

a) u = (i, 1) v = (0, 2) b} Vi = (1/3, -1/2) v 2 = (-2, 3) 

e) z* = (-2, ~) zt = (-2,6,1) d) e, = (1,2) e 2 = (-2,1) 

Rí a) y d) w = 3u - v w - e i-e 3 

9. Comprobar que los vectores u% = (2, 0) y u a - (1, -2) constituyen una base. Hallar luego las 
componentes en esa base de un vector que en la base canónica es v - (4, -S), R: w = (0, 4) 

10. Las componentes de un vector p en la base B - [(4, i), (5, -2] son (3, -1), Determina las 
componentes de p en la base canónica. 

R: p = <-2,U) 

11. Las componentes de ios vectores u r v f y w en una cierta base son: u = (-1, 2), v = (2 f 3) y 
w = (1, 0), Expresa cada uno de estos vectores como combinación lineal de los otros dos. 



12, Dados los vectores u = (a, b) y v - (-10, -20); y el número real -3/5. Encontrar los valores de 
a y b para que el vector u pueda ser expresado como una combinación lineal de v, 

R: a = 6 b - 12 

13, Dados los vectores p - (-2/5, 1/10) q = (-3/2, 2} y r = (-1/5, -1), Encontrar los valores de 
dos números reales para que el vector p pueda escribirse como combinación lineal de los vectores 

q y r 

R: 1/5 y 1/2 

14, Escribir cada uno de los vectores dados como una combinación lineal de los vectores de la base 
canónica: a) u - (2, -3) b) v - (5, *2) c) w = (4, -8) d) p = (-5, -3) e) q = (-1, 5) 

R: a) u =2i - 3 j b) 5i - 2j c) 41 - 8j d) -Si - 3J e) -I + 5j 
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7.15 Producto escalar de dos vectores 

El producto escalar es una operación definida en eJ conjunto de Jos vectores libres que asocia a 
cada par de vectores un número real. 

Definición 

El producto escalar de dos vectores no nulos ay b, que se representa como a.b es el producto 
de sus módulos por el coseno del ángulo que forman, escribiéndose: 

a J> - | a | |b [eos a 

siendo a el menor de los ángulos que forman las semirrectas que contienen a los vectores, Fig. 

7.21 



Consecuencias de la definición 

* Si a y b son perpendiculares u ortogonales (figura 722) su pimduüo escalar es igual a cero, 
puesto que eos 90° = 0 

a.b — | a | | b |,cos 90° 
a*b a o 


Si el producto escalar de dos vectores da como resultado cero y ninguno de ellos es d 
vector nulo, los dos vectores son perpendiculares. 


* Sí tos vectores ayb tienen la misma dirección y sentido (figura 7.23) se tendrá que a = 0 y 
eos 0 o = 1 quedándonos que: 

a.b = I al I b I .eos 0° 
a.b a [a | | b | 

En particular si a = b ► I a I * Va^a 


El módulo de un vector es la raíz cuadrada positivo del producto escalar del vector por si 
mismo. 


• 51 los vectores ayb tienen la misma dirección y sentidos opuestos (figura 7,24) se tendrá que 

ct = 180 o y eos ISO* - -1 

a,b » f a [ | b l . (-1 ) 

ab = - I a I I bI 
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Interpretación geométrica del producto escalar 


Observemos en la figura 7.25 la proyección del vector a 
sobre el vector u et cual llamaremos a' „ Esta proyección 
viene dada por: 

E al - I a I .cosa .(I) 

Por definición de producto escalar se tiene que: 

a* u - I a U u I. eos a . (II) 

Sustituyendo (II) se tiene que: 
a * u - | a | ] u I 

El producto escalar de dos vectores es igual al producto 
del módulo de uno de elfos por la proyección de! otro sobre 
él 





7.16 Propiedades del producto escalar 


El producto escalar tiene las siguientes propiedades: 

* Dado cualquier vector u, $e cumple: 

u-u £ 0; UtU = 0 si, y sólo si, u = 0 

* Propiedad conmutativa, El producto escalar es simétrico, Para cualquier par de vectores u 
y v, se verifica: 

u , v= v, u 

* Propiedad asociativa mixta. Para cualquier número real ct y para tocto par de vectores u,v 
se cumple; 

[ttlí) . v - u . (oív) = a(iuv) 

* Propiedad distributiva respecto a la adición. Dados tres vectores u,v y w, se verifica : 

w{u + ir) = w.u + w.v 


7 .17 Et vector unitario 

El vector unitario, u es aquel cuyo módulo es igual a 1, Cualquier vector v se puede expresar 
tamo: 

v - | v |. u 

donde u es un vector unitario en la dirección y sentido de v, y | v | es el valor de su módulo. 

Por tanto para obtener un vector unitario ti en fa dirección y sentido de un vector dado v, basta 
con dividir el vector entre su módulo, 

U 

donde v t y y? son las componentes del 


I v I 

vector v 


Vi Vi 


,{A) 
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Ejemplo 

Dado el vector v - (3,4) determinar un vector un ¡tarto en la dirección y sentido de u. 

E! vector v viene dado por v - (v 1; v 2 ) = (3,4) 

El módulo de v viene dado así: 

I v 1 - ^3 2 + 4 2 a VeTIs s J75 = 5 

Luego e! vector unitario en la misma dirección y sentido de v es, de acuerdo con Ta expresión ( A): 


7.18 Expresión analítica del producto escalar 

Sabernos que cualquier vector dei plano puede ser expresado oamo combinación lineal de los 
vectores de la base canónica i, j . 

De esta manera tenemos los vectores a = (ai, a 2 ) y b = (bj, bj) podrá escribirse de acuerdo a lo 
que hemos dicho que: a = ai.I + a 2 J y b = bi.l + b 2 .J. 

SI multiplicamos escalarmente los vectores a y b se tendrá que: 
a.b ■ (aiJ 4 a 2 j), (bi»l + b a J) 

- 3 t bi.id + aibjij + a^bj.1 + 

— Btbi.l + a 2 bz.O + a 2 bi.O + a^.i 
a.b = aibi +■ a 2 b 2 


i. j = j.l - 0 por ser vectores ortogonales 
U = j j = i por ser vectores unitarios 


Luego nos queda que 


a.b — 3|b] + 3¡bj 


La expresión anterior se denomiiia expresión analítica det producto escalar. 


Fórmala def ángulo entre dos vectores 

Si partimos de la definición de producto escalar tendremos que eos a = 


u * v 


t u 1-i V I 


Ejemplo i 

Dados ios vectores v = (3, -2) Y w = (2, 6) realizar el producto escalar de-v.w 
v.w = (3, -2). (2, 6) = 3.2 + (-2).6 ^ 6 - 12 = -6 
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Ejemplo 2 

Hallar el ángulo que forman tos vectores v = {-1, 5} y w = (-3; -2) 

Para aplicar la fórmula del ángulo entre dos vectores debemos calcular previamente 
Vi í-lK-3} + 5, (-2] = 3 - 10 - -7 
Calculemos los módulos de los vectores y y w 

Calculemos I v I = Vi 2 +5 2 «Vi + 25 ~ y Iwl = V9 + 4 » JÍ3 

Sustituyendo en ta expresión que nos da el ángulo entre dos vectores se tiene que; 


eos EL a 


V26.i/l3 -J33S 


-0,38 


ti * -0,330749805 


a « 112° 22 48 J 


| ACTIVIDADES PARA RESOLVER | 

Observa la figura de la derecha y calcula el producto 
escalar de ros siguientes vectores: 
a)CB.CH b) AR.HC R: a) 3 b) 0 

/ 

2y 

A 

_ 

B 

ü_ 



2. Calcular eí producto escalar de los pares de vectores siguientes: 
a} u = (l-V3,^) v-(V5-l,-G) b)u = (^+l,-i) Y=(l-^i+^) 

R; a)-4 b)-V2 


3. Si a = (3x -i, 2) y b * (7 # 2 - x) calcular et valor de x sabiendo que B,b-iS 
R; 1 

4, Identifica cuáles de los vectores son unitarios* En caso de no serlo, calcular el vector unitario que 
tiene la misma dirección y sentido. 

= W V "C-Í'T) c)w=(-4,-^) 

R: a) u no es vector unitario. Un vector unitario en su misma dirección y sentido es f 

VIO Vio 


b) v es un vector unitario* 


c) w no es un vector unitario. Un vector unitario de su misma dirección y sentido es 

( 2V2 U 

3 3 ' 
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5. Las componentes de dos vectores son: u = (1, 3} y v - (-2, 5). Calcular el ángulo que forman 
dichos vectores, R: 40° 14' IV 

6. Calcular los ángulos que forman los siguientes pares de vectores: 

a) v = (3, -4) V w = (|,-l) b)v = {2,6) y w = {-7,l) 

e) v= (¿1,-3) y « = (§.-&) 

R: a) 19 a 26' 24" b) 100 a lfi' c) 30* i 12" 

7. Determina el valor de z, para que los vectores u - -3] y v = (l, -2) 

a) Sean paralelos c) Formen un ángulo de " /4 radianes 

b) Sean perpendiculares d) Formen un ángulo de * /3 radianes 

R: a) z = 3/2 b) z = -6 c) z - 9 y z = -1 d) z = 24 + 15^3 y z-ZA-lsS 


3, Demuestra que el triángulo con vértices en tos puntos A(l, 2), 8(6, 5) y C(3, 10) es rectángulo 
en B. Usa la definición de producto escalar para encontrar ef valor de los otros dos ángulos del 
triángulo. R: 4S° 


g L Encontrar el valar de ¿para que los vectores u = £2y -1/2) y v - {A t b) sean perpendiculares 
R: b = 16. 

„ 2J2 

ID, Calcula el valor de m para que el vector p * (1/3, m) sea unitario. R; ± 

11, Hallar el ángulo que forman cada uno de los siguientes pares de vectores: 


a) m - 31 + 4j y n = 121 - 3j d) e - 8i - 5j y f = -41 - 3j 

b) a — 21 y b = 61 + 2j e) g = Sí + 6j y h = 6i - Sj 

c) p = 2i - Sj y q = 111 - 15j f) v ^ 4i + Uj y w = -4Í - ilj 

R:a) 67 * 959 " b)lB°26V c) 14° 14' 14" d) 111 a í 30" e) 90* f) 1B0° 

12. Dados los vectores a = pl + 4j y b = -9¡ -7j ¿Qué valor debe tener p para que el producto 
escalar sea Igual a -55, R: p - 3 

13, Dados los vectores a = ¡ H y b = mi + | i . Hallar el valor de m para que un vector c 
pueda escribirse como c - 2a — b sea unitario, R: m - 1, 

7,19 Aplicaciones de los vectores a la física 

ftobfema 1 ' 

Dada una fuerza de magnitud F - 300 Newton que 
forma un ángulo de 60 a con la dirección horizontal; 
calcular las magnitudes de las componentes de F en la 
direcciones de los ejes, 

En este caso estamos realizando una descomposición 
de vectores 









UNIDAD IU VECTORES EN EL PLANO 


CAPÍTULO 7 


Vectores en é piano 


Vectoria límente puede escribirse que F = F*+ F Y , 

Los módutos de tos vectores los indicaremos sin negrillas. Diremos que F es el módulo de F, que F* 
es el módulo de la componente F Xj 

Las magnitudes o módulos de fas componentes en las direcciones de Jos ejes vienen dadas por; 


En ta dirección del eje x 

En la dirección dd eje y 

F x = F . eos 60° 

F* - 30D N , eos 60° 

F* - 15 0 N 

Fy * F , sen 60 Q 

F y = 300 N . sen 60° 

F y = 259,8 H 


Problema 2 

Dadas las magnitudes de las componentes de dos 
fuerzas que actúan en las direcciones de los ejes, 
calcular la magnitud de la fuerza' resultante. 

En este caso tendremos !a composición cíe fuerzas, es 
dedr, la suma vectorial de los vectores componentes F* 
y F y . Vectorialmente F = F* + Fy 
Las magnitudes de las componentes vienen dadas en 
modulo así; 

F,-25N y F y “ 30 N* 


Los vectores vienen expresados par sus componentes así; 

F* — {25, 0) y F y = (Q, 30) 

La suma de los vectores viene expresada como: 

F - Fj¿ + F y - (25, 0} + (0, 30) = (25, 30) 

F = (25, 30) 

La magnitud de F viene dada por F = ^25 2 +30 2 - *jñ25 + 900 ■ */Í525 - 39,05 N 
La dirección de F viene dada por la tangente del ángulo ce 




30N 

25N 


- 1,2 


► a = tag' 1 1,2 ► a = 5fflM(r 


És posible también determinar la dirección, ángulo entre F y F*, usando el ángulo entre dos 
vectores dado en la definición de producto escalar. 

F.F* * F.F* , eos ct de donde eos a - , 

F.F X 

Recordemos que las negrillas son vectores y tas no negrillas son módulos. 


Sustituyendo nos queda que; eos gl - 


(Z5,30).(2S,0) 

39,05.25 


25.25 + 30,0 
976,25 


625 + 0 625 

976,25 “ 976,25 


eos ft - 0,640204865 


a = 50° 11 34" 
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Problema 3 

Se tienen dos fueras cuyas magnitudes vienen 
dadas por Fj = 300 Wewton y F 2 = 200 
¡Newton, formando entre sí un ángulo de 60°. 
Calcular la magnitud de la fuerza resultante F* 



Por el extremo de F* trazamos una paralela a Fj y, por el extremos de F^ trazamos una paralela a 
Fl El punto de corte es el extremo del vector F, cuyo origen coíndde con ios orígenes de F 2 y F Jt 

De esta manera hemos completado un paralelogramo. 

F, que es la fuerza resultante, es la suma vectorial de F* + F* escribiéndose que; 

F = F t +F* 

La magnitud o módulo de la fuerza F viene dada por la aplicación del teorema del coseno asi; 
p* - Fj 1 + F 2 3 - 2F li F a .cos 60 e 

Sustituyendo Fi y Fi por sus magnitudes por sus magnitudes tendremos que: 

F 2 = (300 N) 2 + (2G0N)*- 2(300N)(200N) t cos 60° 

Desarrollando y extrayendo raíz cuadrada se tiene que: 


F = 2G4,58N 

El ángulo opuesto a F tiene un valor de 120° ya que los ángulos consecutivos de un paralelogramo 
son suplementarios. 

La dirección de la resultante F es el valor del ángulo A, formado entre F y F l(r ei cual calculamos 
usando el teorema del seno; 


---= - de donde despefando sen p se tiene que; 

sen 12Q Ü sen A 


sen A - 


F^senllO' 


Sustituyendo por sus valores se tiene que: 


. SOON.senlZO^ _ noQ , QM , c 

5alA= 26ÍS8Ñ ' °- 981962135 

Si sen A = 0,981962435 


A = 79° 6 4" 
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Problema 4 

Una lancha sale de la rivera de un río en la 
dilección norte con una . velocidad de 10 mí/h 
relativa ai agua. Si la velocidad de a corriente es 
de 4 mi/h hada el este, calcular la rapidez de la 
larttfia en reiaríón con tierna firme y cuál es su 
curso. 

La figura de ía derecha representa las condiciones 
del problema planteado. 



Solución 

Vi: representa 3a velocidad dfe la lancha relativa al agua> Las componentes de = (Q r 10) 

V s ; representa le velocidad de la corriente relativa a tierra fírme. Luego V 3 - (4, 0), 

La resultante de V t y V z viene dada vectoria Emente por V = Vj + V ? la cual es la velocidad de la 
lancha con relación a tierra firme. 


V “ V, + V; = (0,10) +[4,0) 

* (4,10) , 

Luego V = (4,10) y su magnitud o módulo viene dado por; 


v = Ja 2 -no 2 = Ts+íoo = 7 Í 09 = 10,44 

El curso o dirección de la lancha viene dado por el ángulo que forma le velocidad V con la 
dirección del vector V ir calculándose por la tag p: 


tag A ~ — = ^ = 2,5 
v v 4 


Si tag A * 2,5 


A * 68° 11'55" 


Problema 5 

Un cuerpo que pesa 500 N está colgado del techo 
con una cuerda, tal y como lo muestra la figura de la 
derecha. ¿Cuál es la magnitud de las fuerzas F 3 y F 2 
que realiza la cuerda para sostener al cuerpo?. 

Solución 

| Sobre el cuerpo están actuando tres fuerzas: Fi y 
las cuates denominaremos tensiones y el peso P, que 
como se sabe por física, tiene dirección vertical y 
sentido hacia abajo. 



Por la física sabemos que, si un cuerpo está en equilibrio fa suma de todas fas fuerzas que actúan 
sobre él es igual a cero. 

Por ser [a fuerza una magnitud vectorial, deben utilizarse vectores, pudiéndose escribir que: 

Fj + F 2 + F = 0 ..I) 

Tratemos de expresar cada vector mediante sus componentes cartesianas,. para obtener los 
módulos de Fi y F 2 . Para ello definimos un sistema de referencia cartesiano centrado en el cuerpo, 
tal y como lo muestra la figura de fa izquierda. 
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i 

L Y 

i 

Las componentes de Fj en las direcciones de los 


Fi 


ejes x e y son: F iK y F lY ; Fi = (F^ F tT ) 

i 

l ** A 


Las componentes de F 2 en las direcciones de los 

F^_ F ly i 

v / 

i i 

ejes x e y son: y F^y* F¿ = (F^ F¿y) 

30 ü \^¿v 

/ 45 D 

¿L__ .. -.fc. 


F sólo t¡ene componentes en el eje y, que 

— ^ --— 

—w w x 

•i 

llamaremos P f . P = (0 r -500) 

?2X 

p Fex 

- 

En módulos se tendrá que: 

i 

r 


Fia “ Fi.cos 45* F ly = Fi. sen 45° 




F & = -Fj.gos 30 d l> - F 2 . sen 30° 






Las componentes da cada uno de los vectores será: 


Fi = (F t eos 45°, Fl sen 4S 0 ) 

F{ = (-Fi eos 30 a , F z sen 30 a ) 

p = (0, -500) 

(ni) 

(XV) 

(V) 


Sustituyendo en las expresiones (III), ( TV } y ( V ) en la expresión (I) tendremos que: 

(Fi eos 45°, F =1 sen 45 Q ) + (-Fj eos 30° , F s sen 30°) + (0, -500) - (0, 0) 

Sumando las componentes de cada uno de los vectores tendremos que: 

(F s eos 45 a - F 7 eos 30*, Fj sen 45 D + F 2 sen 30 a - 500) = (0 f 0) 

Si igualamos las componentes tendremos el siguiente sistema de ecuaciones: 

f Fi eos 45 a - F t eos 30° = 0 

[ Fi sen 45 & + F 2 sen 30? - 500 a 0 

Si resolvemos este sistema de ecuaciones por cualquier método conocido encontraremos los 
valores siguientes: 

F l - 448,29 N y F 2 - 366,03 N 


ACTIVIDADES PARA RESOL VER 


Observa el triángulo de la derecha el 
cual está representando la suma c de los 
vectores a y b, Si los módulos de a y b 
son 200 y 300 respectivamente, calcular 
el móduío de c. Determina eí valor del 
ángulo $ 

R: c - 435,89 fl = 36° 35 12* 
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UNIDAD III VECTORES EN EL PLANO 


CAPÍTULO 7 


Vectores en el plano 


2. Dos fuerzas de magnitudes 200 Kp y 250 Kp forman un ángulo de 60 a entre sí estando aplicadas 
sobre el mismo punto. Calcular: a) la magnitud de la fuerza resultante b) el ángulo que forma fa 
resultante con la fuerza de 200 Kp. R; a) 390,5 Kp b) 33° 4Q - 12" 


3. Dos fuerzas de 5 Kp y 12 Kp están aplicadas sobre un objeto de modo que sus direcciones 
formen un ángulo recto. Hallar ia magnitud de la 


menor. R; 13 Kp y 67° 


En la figura se muestran cuatro 
fuerzas F u F^F 3 V F 4 fas cuales 
actúan sobre un objeto. Calcular la 
magnitud de la fuerza resudante, 

R: 8,B6 N y 79^49' 12* 


resultante y él ángulo que forma con la fuerza 



5. Un nadador se desplaza directamente hacia el norte desde la rivera de un río con una velocidad 
con respecto al agua de 1,5 mi/h. SI la corriente del río fluye hacia el este a una velocidad de 0,8 
mi/h f calcular: a) la velocidad del nadador respecto a tierra b) en que dirección viaja el nadador. 

R: a) 1,7 mi/h b) 2S D 06' 


6 . 


En la figura de la derecha se muestran tres 
vectores cuyas magnitudes son; • a = 300 b = 
200 y c = 100. 

Determina las componentes de cada vector y ia 

magnitud de un vector d tai que se cumpla: 

. . ■■ 
d = a + b + c 

• • _ . 


i 

v 

u 

L 

y 

a 

4R° * 


* 

' 30° x 

^ b 


R: a = (212,13,212,13) b - (173,2 , -100} c = (-86,6 , 50) 339,89 

7. Cuatro fuerzas de 30, 40, 20 y 50 Newton actúan en el origen. Los ángulos entre fas fuerzas son, 
consecutivamente, 50 a . 30* y 60 1 ? Determine la magnitud y dirección de la resultante de las cuatro 
fuerzas y el ángulo que hace con fa fuerza de 30 N 
R: 84,6 N y 75° 45' 


8 , 


Un cuerpo que pesa IDO kp está colgado 
del techo con una cuerda, tal y como lo 
muestra la figura de la derecha. ¿Cuál es 
la magnitud de las fuerzas F! y F s que 
realiza la cuerda para sostener al 
cuerpo?. 



R: 50 Kp y 129,3 Kp 


9. Resolver el problema anterior sabiendo que los ángulos superiores miden: el de la izquierda 30*, 
el de ía derecha 60° y ef peso de 40 Kp R: 29,28 Kp y 23,90 Kp 
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UNIDAD ni VECTORES EN EL PLANO 


CAPÍTULO 7 


Vectores en el plano 


Q 


Actividades complementarias 


&T) 





1. 

Un bloque cuyo peso es de 200 Newton reposa sobre 
una rampa indinada que forma un ángulo de 18 ü con la 
horizontal, tal y como lo muestra la figura de la 
derecha. Haz un diagrama de cuerpo líbre donde 
representes Jos vectores y determina las magnitudes 
de las componentes paralela y perpendicular al peso 
del cuerpo. 


\ / / 

w/ 

<xx 

Syx 

"/IB 0 



R: P* = 61,8 N Py = 190,2 N 

2. Calcular el extremo de un vector v — ( 1 / 2 , -1) sabiendo que su erigen es el puntó a( . 


«=(-p3}- 

V2 

3. Dados los vectores u - (3,2), v - w » (4, *6), z - (^-3/2, -1), x = (5, -1} 

¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son ciertas?: 

a) Los vectores u y v son páratelos b) 0 vector x es combinación lineal de u y w 

c) Los vectores w y z son perpendiculares d) Los vectores u y z no son paralelos. 

4. Calcular los valores de x e y para que se cumpla la siguiente igualdad: 
i(2x, 3y -6) = (-2,12)- |( ' • -,o) R: x = -7 y = 14 

5. Se dan Jos puntos A(2, 3) y 3(5 f q), ¿Qué valor debe tener q para que se verifique que el módulo 
del vector AB es Igual a 5?. Ri 7 y - 1 . 

6* El valor de t para que los vectores a « (3, -2) y b = (4, t) sean perpendiculares es: 

a) -6 b> 6 c) 1/6 d)2/3 

7. Los vértices consecutivos de un paralelogramo son P(2, 3) r Q(7, 0) y R(3, 8), ¿Cuáles son las 
componentes del un cuarto vértice S?. R; $(-2 p 11). 

B. El ángulo que forman los vectores A = 4 i + 2 j y B = 2 i - 4 j es: 

a) 45 ° b)90° c) 180 9 d) 270* 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


LOS NÚMEROS COMPLEJOS 


j 


8.1 Introducción 

SI intentamos resolver la sencilla ecuación x 3 + l = o, nos encontraremos que su solución está 
fuera dd alcance de los números reates. 

Veamos: 


^+1 = 0 




X = ± -fl 


No existe un número reaf que elevado af cuadrado dé -l r ya que todo número real elevado al cua¬ 
drado es positivo o cero, nunca es igual a -1* Es decir, no existe como número real. 

El problema queda resuelto al definir un número cuyo valor sea V-l. Este número se simboliza par 
la letra i y se denomina unidad Imaginaria. 

I-/T 

Podemos definir: 

Unidad Imaginarla, I, es aquel número que eievado al cuadrado es igual a -L Es decir: l 2 = -1 


Ejemplo i ¿Qué soluciones tiene la ecuación x 2 + 36 - Ü? 

SIx 2 + 3S = 0 — k-x J =-3S —► x = ± = ±6.¡ 


{ x, = +6i 
x 2 = -61 


Ejemplo 2 Resolver la ecuación x 1 - 6x + 13 « 0 

Aplicando fa fórmula de la ecuación de segundo grado nos queda que: 

+ 6 ± ^36 *4.1.13 6 ± ^36* 52 6 ± Íl6 6 ± 41 
X= 2 2 2 = 2 =3 


j Xj = 3 + 2i 

Recordemos que el discriminante de una 

x = 3±2¡ ► < 

ecuación a^ + hx + c- Oes A= b 2 - 4ac. 

1 x 2 = 3 - 2í 

Si A< 0 la solución no es un número real 


las soluciones de una ecuación de segundo grado con discriminante negativo pueden ser del tipo 
siguiente bi ó a + bi. 


Una expresión de ía forma a + b l, en la que a y b son números reales cualesquiera e i es la unidad 
imaginaria, se denomina número complejo, pudiéndose escribir: 

Z = a -f bi 
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UNIDAD £V LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


Esta expresión, Z = a + b i, es llamada forma binó mica □ rectangular de! numero complejo: 
donde el número a representa la parte real y el número b representa la parte Imaginarla. 




Parte imaginaria 


Parte real 


Son números complejos: Z, = 3 - 5 i 


+ a + b i 

t 

Z z = 4 - 2 í 


Unidad Imaginaria 

Zj = -5 Z¿| = -3 i Z 5 «-2 + 4 i 



1. Calcula las raíces cuadradas de los siguientes números: 


a) V-9i b) c) fí d) e) V 8) 

R: a) 9¡ i» 51 c)^i d)j~í e) |l f)V7¡ g)3#l 

2, Resolver en el conjunto de los números complejos ¡as siguientes ecuaciones: 

a) x 2 + 16 = 0 b)x 2 + 8x + 25 = 0 c) x^x 1 -4 = 0 d)x 2 -2x + 5 = 0 

R;a)Xi = +4i x 2 = - 4i b)x, = -4+3i x 2 = -4-3i c)x, =2 x 2 = -2 x 3 = I x, = -I 
d) Xi = i + 21 5Ca — 1 — 2i 

3. Expresar en fbnma blnomüca e! número complejo resultado de las siguientes operaciones: 

a) 1+^16 b ) 6-B¿A e) -JtÁ + 5-J^27 d) JtÓJ^íS e) 

f) h)-Z^ i) 54 + V-162 j) ¿77*^75 

l 

R: a) 1 + 4Í b)6- 16¡ c) 2v6 +15iS i d) 2-75+3^21 e) S-Jl - yl 
f) X 2 = -2 - I X 2 = -2 + I g)“-|l b) —2 — 41 ¡)S4 + 9^I 1)14^31 

8.2 Potencias de la unidad imaginaria 

Observemos con detenimiento las siguientes potendas, desde I a hasta i 0 ; 


i D = 1 


| E P5 í 4 . ¡ k i * ¡ s ] 

jl _ j 


l* = i". i 2 = 1. (-1) = -1 

i 2 =-l 


i 7 = i 6 , i = {-1). 1 = -i 

P = P.i = (-1). 1 = 4 
i 1 = I 1 . ? = (-1).{-1) = 1 


I» = I 6 . i 2 = (-1) . (-1) = 1 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


Se observa, que los valores de las potencias efe i se repiten periódicamente al aumentar el 
expooente en 4, 

Las cuatro primeras potencias de i son diferentes. Cada cuatro potencias sucesivas se repiten 
los valores l r l -i, -i, 

I 4 1 f = ¡ lz =...=■ i ' nültlí * Jdc4 = i y usando este proceso es fácil encontrar las poten¬ 

cias de i 

í®-r.i-l.i = l 

i 3 =!.(-!) = -f 


Eh general, para obtener una potencia de i, se divide el exponente de i entre 4 y usamos como 
nuevo exponente el resto de la d¡visión* 




Cálculo de \ n aplicando la regla 



Ejemplos 

Calcular en cada caso el valor del numero imaginario 

a) p = e = -1 




b) H f s = C‘i ■ i t s = H) éS ■ ! ss - C-l). i* 4 J « (-1). 1.1 = -i 
C ) í*“ 3 = í 16M .i 3 = 1J 2 A = l,(-l).í - 4 


d)r^ 3 


1 1 = 1 = _Í_ - i 

¡■5201 — |3 ¡2j (-1)J“-Í 


8.3 Números imaginarios y números reates 

El número complejo 0 + 5 i tiene parte real igual a cero. Por este razón, escribimos simplemente Si. 
Los números complejos cuya parte real es cero se llaman números imaginarios puros. 

Por otro fado, el número complejo 5 + Ql tiene la parte imaginarla igual a cero. En este caso sim¬ 
plemente escribimos S. 

Los números complejos cuya parte imaginaria es ceno se llaman números reales 

Esto último Justifica que los números reales sean considerados como un subconjunto de bs núme¬ 
ros complejos C, pudiéndose decir; 

Los números reales son los números complejos cuya parte imaginaria es igual a cero. 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 Números complejos 


8.4 Igualdad de números complejos 

Dos números complejos son iguales sí, y solamente sí, tienen iguales sus partes reales e imagina¬ 
rias 

Si Zi - a + bi y Z 2 = 

= c + dí son dos números complejos, puede escribirse de acuerdo a la definí- 

ciun i|UC' 

Zi = 7-2 <C -> a = C y b = d 






Ejemplo 1 

¿Cuál debe ser el valor de k para que el número complejo 3 + (VFk +1 )¡ sea un número real?. 

Solución 

De acuerdo con la definición, para que un complejo sea un número real debe verificarse que la 
parte imaginaria; que en este caso es v'3 k +1, sea igual a oero. 

V3k + 1=0 — fr- V3ÍC--1 ^ (J5ÍC) J = (-1) ! i ► 3 k = 1 

Despejando k se tiene que: 

K = 1/3 


Ejemplo 2 

Dados dos números complejos Z* = 2 + (m + 4) i y Z 2 - (n -3) + 2 i, hallar el valor de m y n 
para que Z t = Z 2 

Solución 

Por definición, para que dos números complejos sea iguales, debe cumplirse que sus partes reales 
y sus partes imaginarias sean (guales, 

SI = Zi -!► 2 + (m + 4) 1 = (n -3) + 2 i n-3 = 2 y m + 4 - 2 


De Ja primera se tiene que n - 3 = 2 
De la segunda se tiene que m + 4 - 2 



n-S 
m = -2 


8.5 Opuesto y conjugado de un complejo 

SI establecemos una comparación entre los números complejos 2 + SI y *2 - 51 notaremos que 
sus partes reales ( 2 y “2 ) y sus partes imaginarias ( 5 y - 5 ) son opuestas. 



Por otra parte, al comparar los números complejos 5 + 71 y 5-71, observamos que sus partes 
reales ( 5 y 5 ) son iguales y sus partes imaginarias { 7 y -7 j son opuestas. Estos complejos se 
dice que son conjugados, 

Se llama conjugado de un número complejo Z - a + b I al número complejo z = a- bl 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejas 


Ejemplos 


Número complejo 

Opuesto 

Conjugado 

Z = 2 - 5t 

-Z ss -2 + Si 

Z s 2 + 51 

Z = -3 + 7í 

-Z - 3 - 71 

Z = *3*71 

Z = -4 - 31 

-Z = 4 + 31 

Z = -4 + 31 

Z = 5 - 8i 

Z = -5 + 81 

Z = 5 + 3i 



1* Encontrar el valor de cada una de tas siguientes potencias; 
a)P b)¡ 76 e)P d)l 12 « e) i 1727 0 (-i ) 71 g)(-¡) 117 h)[-j2¡f a 

R: a)-i b)-l c)( d)-l e)-1 f) i g)¡ h) 1024 

2, Encuentre el valor de k para que los números complejos Z x = 2 + Si Z 2 = 2 + (i + K)í sean 
iguales. R; k - 4 

3, Haílar el valor de p para que los números complejos Z x m 3 + Si y Z* = 3 + (p - 2) i sean 
igualas. R: p - 7 

4, Hallar en cada caso el valor de k para que los siguientes números complejos sean números re¬ 
ates. 

a) (k +1) ¡ - 6 b)^-3i c) io - k ¡ —2i 

R; a) k - -1 b) k - 0 c) k — -2 

5, Calcular e¡ valor de p y q para que les números complejos Z| = 2p + qi y Z 2 ~ -5 + 3E sean: 
a) Opuestos b) conjugados 

R: a) p = 5/2 y q = -3 b) p = -5/2 y q - -3 

6 , ¿Qué valor debe tener "nT si sabemos que el complejo (m + i) - i¡ es imaginario puro? 

¿ f 

R: m - -1/2 

? H Dados los números complejos Zj - (1 + m) + (-^ +n)i y Z 2 = (3 + 4m) + (2 + n)i, ¿qué valor 

deben tener m y n para que Zi sea Igual al conjugado de Z 2 ? 

R: m = - 2/3 y n = - 5/4 

8 . Dados dos números complejos h = 2 + (a + 4)1 y Z* = (b - 3) + 21, bailar los valores de a y b 
para que se cumpla que Zi = Z 2 

R: a a 5 b = -2, 

9, Calcular el valor de Z = Zi + Zj sabiendo que: 

Z x = 2\ 1! * + 5 i 821 - 3 ¡ m5 -2 i 59 + 3 ¡ lfl03 - 5 I 
Z 1 = 3 1 61 - 5 i 223 - 1 P + S P 1 + 8 + 2 i 265 

R: -2 + 8 i 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO S 

íwmw^hi 


8,6 Representación gráfica de los números complejos 

Como sabemos, un nlimero real se representa por un punto situado sobre una recta llamada recta 
real 

Los número complejos no tienen cabida en ia recta real, ya que todos los puntos de la recta tienen 
asignado un número real Es ésta, ia principal razón por la cual los números complejos son repre¬ 
sentados por un punto en un plano infinito llamado plano complejo. 

La parte real se representa en el eje de abscisas, llamado en este caso eje real y !a parte imagina¬ 
ria en el eje de ordenadas, llamado eje furia gInario, 


Cada punto del plano es la representación 
gráfica de un número complejo, que en 
este caso es a + bl, el cual está represen¬ 
tado por el punto de coordenadas (a, b). 
i Bte punto recibe el nombre de afijo de' 
I dicho número complejo. 

El conjunto de todos Eos afijos deí plano 
constituye el plano complejo 

La parte real se representa sobre el eje de 
tes abscisas llamado, en este caso, eje 
real y te parte imaginaria en el eje de 
ordenadas, llamado eje imaginario, 

A cada número complejo te correspálde su 
afijo en el plano, y a cada punto del plano 
i complejo le corresponde un número com¬ 
plejo. 


i 

K 

Eje imaginario 

. . . .. a, _l !hi 

0 

*c +d r 

4 l a t oí 

*■ 

\ Eje real 

i 

■c 

¡ W 

a 


SI t> — 0, el número real a + bi se identifica con el numero real a y se representa en el eje de absci¬ 
sas o eje real. Decimos, que los números que son reales tienen su afijo en el eje de abscisas. 

Si a - 0, et numero complejo a + bi tiene únicamente parte imaginaria, recibiendo en este caso el 
nombre de imagina río puro. Decimos, que Eos números que son imagina ríos tienen su afijo sobre el 
eje de ordenadas, 

Si a = o y b = 0 , el número complejo a + bí recibe el nombre de número complejo cero. Se 
representa en el origen de coordenadas. 


Representación de números complejos opuestos 


Consideremos dos números complejos opuestos 
Z . - ^2 + 4i y -Z - 2 - 41. Sus afijos correspon¬ 
dientes sor: Pi - (-2, 4) y P 2 ” (2, -4)* 

En la figura hemos representado er¡ el plano 
complejo estos afijos. 

Como puede notarse, P, y P 2 son simétricos res¬ 
pecto a! origen de coordenadas, 
podemos decir que: 

Los afijos de dos números complejos opuestos, 
Z y —Z f son simétricos respecto al origen de 
coordenadas. 


P 

Z=-2+4í( 

',(-2,4) J 

\ 

i 

4 

- 

-2 

-4 

\ :2 

\ | 

\ Pa (2, -4) 

. . . -Z=2“4i 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO S 


Números complejos 


Represen tádón de números complejos conjugados 


Consideremos ¡os numeras complejos conjugados 
siguientes: z = 4 + 2i y z = 4 - 21 

sus afijos son ¡os puntos P\=(4, 2) y P¿-(4, -2) res- 
peetiva mente. 

Estos afijos, Pi y P 2f que han sido representados en 
la figura de la derecha son simétricos respecto al eje 
rea^ 

Podemos decir que: 

Los afijos correspondientes a dos número? comple- 
jos conjugados, zy z, son simétricos respecto ai 
eje real. 


Á 

1 

i 

A 

.. .£. ... 1 


1 1 ! 

N> 

J_ l__ 

1 2 3 

4 

4 

► Pi 



1. Representa en el plano complejo Jos afijos de los siguientes números: 

a) Zj = -i l>) Zi = 3 C) ¿ 3-2 + 1/21 d) z 4 = -2 + 3i e) ¿3 - 5 - i f) -3 - Si 

2. Se dan los siguientes afijos: Pj = (3, 4) P 2 = (2, -5) P 3 = (4, -2} Pi - {-2, -5) 

a) Represéntalas en el plano complejo b) Escribe ios números complejos correspondientes 

en forma bínomica. 

3. Representa gráficamente los afijos de los siguientes números complejos y Eos de sus respectivos 
opuestos: 

a) z, = -4 + i b)z 2 = | c) z 3 = -31 d) z 4 = -4 - 3t e) z E “ 4 - 2i f)= H 

4. Represente gráficamente los afijos de los siguientes números complejos y Eos de sus respectivos 
conjugados: 

a) Zt - 21 b)¿i - - 3i c) z 3 - - S ú)u- -2-\ ejz 5 = 4- Si f) z 6 = -4 + 5i 


8,7 Operaciones con números complejos en forma binómica 

Adición de números complejos 

Dados los números complejos - a + bi y Z¿ ~ c + di la suma queda definida así: 

- — ---—' 

Zj + z 3 = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + ef)i 

L ,| 

r ia suma de dos números complejos en forma binómica, Zj y Z¡, da como resultado otro número 
complejo cuya parte real es igual a la suma algebraica de las partes reales de Eos sumandos y cuya 
parte Imaginaria es igual a la suma algebraica de las partes imaginarias 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO & 


Números complejos 


Ejemplos 

1. (5-“2¡} + (-3 + 5i) = (5~3) + (-2i + 5Í)—2 + 3Í 
2 h (-7 + Si) + { 4 - 3i) = (-7 + 4 > + ( 5i - 31) = ^3 + 2f 

3, (-2 + 4Í) - ( 5 - 21) = ( -2 + 4i) + (-5 + 2i ) = ( -2 - 5 ) + ( 41 + 2i) = -7 + 6¡ 

Nótese, que la resta no es más que la suma del complejo minuendo con d opuesto del complejo 
sustraendOn 

4, (-8 - 3¡) - { -2 + i ) + ( 3 - Sí) =* [*B-31) + (2-f) + (3 - 5Í) 

-(-8 + 2 + 3) + (-3i-í-5i ) 

= -3 - 91 

Propiedad de fas complejos conjugados 

La suma de dos números complejos conjugados a + bí y a - bi, es un número real 

(a + bl} + (a-bf) = 2a 


(2 + 3i) + (2-31) =4 

. 

¡IBsSSft' ' 

{-5-4i) + (-5 + 4í) -“10 


(x + yi) + (x-yi) = 2x 

/■V ••' \vv ■ 

(m + n¡ ) + (m-mí) = 2m 



• • • 

( - ? + 2¡) + (-7 - 2i) = -14 


( k + ni) + £ k-ní) = 2k 

• 




Producto de dos números complejos 

Dados los números complejos Z\ - a + bí y Z 2 = c 4* di evaluemos el producto aplicando 
la propiedad distributiva, 

, Z 2 = (a + bi ) . (c + di) 

*= ac + adi + bci + bd i 2 
= ac + adí + bd + bd (-1) { porque \ 2 - -I) 

= ac + adi + bd-bd 
= (ac - bd:) + ( ad + be )í 

Z\ * Zi - (ac - bd ) + { ad + be )l 


Ejemplos 

1. f 2 + 41) , ( 3 + Si) = ( 2,3 - 4.5 ) + ( 2,5 + 4,3 }i 

= ( 6 - 20 ) + ( 10 + 12 ) i 
= -14 + 22 I 

2. ( 3 - 2i ) . C 6 + 71 ) ^ ( 3.6-(-2).7) + ( 3,7 + (-2 ) ,6) I 

= { 18+ 14 ) + £21-12)1 
= 32 + 9 i 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Húmeros complejos 


3, (5+ 3i ), (-3-2Í) -(-15 +6)+{-10-9)1 

= 9 —19 i 


Propiedad de los números complejos 


0 produdo de dos números complejos conjugados a + bí y a - bi, es un número real 

í (a + bi), (a - bt) = a 2 + b 2 




(2+31).(2-31) = 2 1 + 3 1 = 4+9 = 13 

( - 5-40 . (- 5 + 41 ) = f-S} 3 + 4 1 = 25 + 16 = 41 

. ■ ' ■ ■ ' • 

(-7 + 2i)i (-7-2f) = í-7) 1 + 2 , =:49 + .4= 53 


— ■*, - 

{m-nn.ím + nijsrr^ + n 1 - 

(x + y¡) .(x-yi) = x 3 + y 3 

(p + qí).{p-q í) = p 2 + q 3 

Cociente de dos números complejos 



Sean dos números complejos Zi = 3 + bí 

y Z 3 = c + dL 

Para dividirlos se multiplica el numerador y el denominador por la corrfugada del denominador 


Evaluemos 


Z ± _ a + bi _ (a + bl)(c - di) _ (ac ■+ bd) + (be - ad)j _ ac + bd bc-ad 
Z 3 “ c + di “ (c + dl)(c ■ di) ~ c 2 + á 1 ~ c 2 + d 2 + c z + d 2 


El resultado es también un número complejo que tiene como parte real 


ac + bd 
c 2 + d 2 


y cuya parte ima¬ 


ginaria es 


bc-ad 

e z +d 2 


El Inverso de un número complejo, a + b í, puede ser calculado utilizando el procedimiento em¬ 
pleado para calcular el coderité de dos números complejos. 


Ejemplos 


Ejemplo 1 Evaluar el cociente ——- 

D + / I 

3-Zi = (3 - 2i).(6-71) 18-14+ (-12-21}i _ 4-331 _ 4 33. 
6 + 7i (6 + 7 i ) { 6 - 7 í) 36 + 49 ~ 85 ”85*85' 



































UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


Ejemplo 2 


Calcular el Inverso de 3 - 2 i 


i 3 + 21 3 + Zf _ 3 + 21 _ 3 2 

3^2Í^ (3-2¡)(3 + 2í)~ 9 + 4 = 13 = 13 13 


Ejemplo 3 

Dados números complejos Zj. = 2 ~ 3 ¡; Z¡ = -5 +81; Z 3 = 3 - 2 1; Z* - 2 - 5 i calcular 
las siguientes expresiones: 


a) Z 


Z t -t-Zj-z, 

*4 



c) 


Z“ 


Zj t z 2 -z 3 

Zz Zi 


So fu do TI 

£,+2,-2, (2 - 3 í] + (-5 + 8 T} - (3 - 2 i) (2 - 5 - 3) + (-3 +8+ 2) i -6 + 7T 

a) Z= Z¡ 2-Sí “ 2-5í 2-Si 


(- 6 + 7i)(2 + S i) _ (-12 - 35 ) + (14 - 30) í _ 47 - 16j _ 47 16. 
Z “ (2-5í)(2 + 5f) 4 + 25 ” 29 “ 29 ' 29 



47 16. 

20'29 1 ¡ 



(2-3i) ! _4 + iZ¡ + (3í) J 4- 121 + 91* 4-12Í-9 -5-121 (-5-12IK-5-8I) 

(- 5 + 8 i) -5 + 8i " -5+8Í ” -5 + 81 "-5 + 8I (-S + 8i3(*5-8i) 


_ (25 + 96) + (40 + 60) i 121+100 í _ 121 . 


25 + 64 


89 


39 


Z =a 


121 iog. í 

89 + 89 i 


100 . 
89 1 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


c) Z = 



^a*Z 3 


Solución 


Primero evaluamos la expresión ~ 


Zt = (2-3¡) 

Z 2 (-5 + 3Í) 


{ Z^_ 34 J_ 

¡ Zj “ " 09 " 89 J 


<2 - 3 i )(“5 - SI > 
(■ 5 + 8 i) (* S “ 8 i) 



MO- 24) + (15-16) i -34 »I 
25 + 64 ” 89 


34 

89 ” 89 


i 


Evaluemos ahora 


Zz-Z 3 

Zt 

t 


2*2, _ (-5 + 8IJ.3 -21) (-15 +16 )+ (24 + 10 )i 1 + 34 i 

Z x ~ 2 * 3 i = 2-31 2-31 

Z 2 Z 3 (l + 34i)(2+3i) (2-102) +(68 + 3)1 -100 + 711 

Z í ~ (2 - 3 i ) (2 + 3 r} " 4 + 9 “ 13 


3 ! 

¡ z a ^ _ 100 71 | 

i Zj 13 13 

I _ J 




(B) 


Sustituyendo ( A ) y ( 8 ) en la expresión Z = —— + 


Z 2 


Zi 


nos queda que; 




100 71 
13 + 13 


I) 


9342 6306 . 

1157 + 1157 ' 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números oomptejos 


Ejemplo 4 

¿Qué valores deben tener myn para que se cumpla la siguiente Igualdad? 

(m + 3 I }.(h - S I) = 25 + 191 

Solución 

(mn + 15) + (3n - 5m) f ■* 25 + 191 (evaluando el producto en el primer miembro) 

Sí aplicamos la definirión de igualdad de complejos ( dos complejos son iguales si tienen igual su 
parte reai y su parte imaginaria) puede escribirse que: 

mn + 15 = 25 y 3n - 5m = i$ 


De mn +15 = 25 


mn - 25 -15 


mn = 10 


Nos queda un sistema de ecuaciones rarmaai 

r 

3 asi: 

Este es un sistema de ecuaciones 

i nnn = 10.( A ) 

que resolveremos por é método de 

1 3n-Sm = l9 .í B) ^ 

sustitución 


De la ecuación ( B ) intentemos despejar n 

„ 19+5m 

3 n - 19 + 5m n « —“— .I 


Sustituyendo este vafor de n en (A ) se tiene que: 


/ 19 + 5m \ 

) = 10 


19 m + 5 m J - 75 


5m I +19m-75=¡0 


Resolviendo la ecuación de segundo grado se tendrá que: 
49 + V3G1+S00 -19*7961 _ -19±31 


m - 


10 


10 


m - 


-1 9 ±31 
10 




m, = 


10 

-19 + 31 12 _ 6 

10 ' * 10 ” 5 


-19-31 -50 c 

mi ”“ió“ n w"“' s 


m, = 6/5 


-► = -5 


Sustituyendo m 2 = 5 en la expresión ( C ) tendremos que: 

19 + 5.(-5) 19-25 -6 , 

--3- "l - T - " 2 

Luego m = -5yn--2 

También se cumple que si m = 6/5 se tiene que n = 25/3. Verifícalo 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO S 


Numeras complejos 


Ejemplo 5 

La suma de dos números complejos Z x y Z 3 es igual a I + A í y el cociente es el número imaginario 
puro i. Hallar los complejos, 


Solución 

Llamemos a los complejos buscados Zi = a + b I y Z 2 = c + d i 
De acuerdo con las condiciones del problema deben verificarse dos cosas: 

Z,+Z 2 = l + 2¡ .(A) y |i = ( ..(B) 

Por fa primera condición podemos escribir que 


(a + bi) + £c + dí) = l + 2i 


(a + c) + £ b + d) I =1 + 21 (aplicando la definición de suma de complejos) 


Aplicando la igualdad de complejos escribimos que: 
Por ¡a segunda condtión podemos escribir que; 


a + c = 1 y b + d = 2 


■■■■(C) 


=i j» a + b i = (c + d l) U —— + b i = c I - d |^{a + dj (b - c) i - 0 

Luego 


a + d = 0 y b - c - 0 


,(D) 


De ( C ) y ( D ) se tiene 
que: 

a + c = i.(I) 

b + d - ) 

a + d = 0.(III) 

b - c = 0. (IV) 

Este es un sistema de 4 
ecuaciones que debemos 
resolver, 

Observemos el cuadro 




¡li- 


De ( m ) se deduce que a = - d de donde- d = -a 

■ 

De ( IV) se deduce que b = c 

Sustituyendo b y d por por sus valores en (ü } tenemos que: 


c-a = 2 

Formamos tí sistema 


r" 

[c-a=2 


.... 




Al resolverte obtenemos que a = -3/2 e - 5/2, 

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones { III ) y ( IV J se 
obtiene que d- 1/2 y b - 3/2. 


Los numeras complejos buscados serían : 


Zi * * 


1 

2 



,31 

Z>- 2 + 2 
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Números complejos 


Ejemplo 6 

Ha liar dos números complejos h y Z 2 tales que su suma sea 5 + 5 i; su codeóle imaginará puro y 
3a parte real de Z 2 sea igual a 3. 

Solución 

Primera parte 


Sustituyendo (1) y (11) en {IU ) se tiene que: 3,2 + ( S - d )d - 0’ ► 6+Sd - d 2 = Ü 

Si multiplicamos por (-1) y ordenamos se tiene que; 

d 2 -5d-6 = 0 


Sean tos complejos expresados de la manera 
..siguiente: Z L - a + b f y Z 2 = c + d 1, 
como ia parte real de Z 2 es igual a 3 se ten¬ 
drá que Zi = a + b T y Zj = 3 + d i 

De acuerdo con una condición del enunciado 

debe cumplirse que 

{a + bí) + (3 + di) = 5 + 5l 

Sumando los complejos del primer miembro 

queda: 

( a + 3 ) + ( b '+ d ) i = 5 + 5 i 

Igualando las partes reales y las partes ima- 
yinaridS se tiene que 

a + 3 = 5 




a = 2 .. .(I) 

b = 5-d .CU > _ 




Segunda parte 


Debemos evaluar el cociente entre Zi y Z 2 

a + b i _ (a + bi)(3 - dí) 

3 + dl _ C3 + d])(3-di3 


:•*. 1 -.¿-.'I* 




(3a + bd) + (3b + ad)i 3a_+ bd + 3b + ad - 
g + d 2 9 + d* 9 + d 1 

• v ‘•■‘'i'-.. 

Como el cociente debe ser un Imaginarlo 
puro, debe cumplirse que la parte real sea 
igual a ceno. 

3a + bd n 
9 2 +d 2 

3a + bd = 0......( m ) 





Resolviendo la ecuación de segundo grado por factor izadón tendremos que: 

d, = 6 

(d “ 6>(d 4* 1) - 0 


J dl = 6 

i d 2 = -1 


SI di - 6 y b - 5 - d P *>1*5-6 ■ F ^--1 

Sid 2 = -lyb = 5- d ■■ ■ ► b 2 = 5+l ► bj - 6 

Con estos valores obtenidos podemos escribir los complejos pedidos: 


Zi*2-i 


= 3 + 6 


Z, = 2 + 6i 


Z 7 = 3 - í 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPITULO 8 


Numems complejos 




ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


1* Se dan los siguientes complejos: = 3 - 2 \ 2^4 + 1 calcular: 

a) 2i + Zi b) z a .z, c) z,/ Z, d) — e) ~ f) Z^Zj 


□ 


9 ) ft + Í 


R;a)7 _i b)14-5l c)H-§i + e)±-¿r f) JO + 111 g) 


2 * Evaluar f[3 - 2 i),(3 + i} - (1 - 1 ¡)(1 +■ 1 i)] (5 + 4 I) 


R:42 + 9 i 


3h Dados Zi■ “ + 2í ! Z^ — 3 + — í í Zj = “2 + 4 i j Zj — 3 i ¿ Zj = - 3 + i 
Calcular: a] Z l + Z 2 - Z 3 b) Z 3 - Z 2 +■ c) —^ + S. 

Z Z 

Q , U 3 _ . . 9 11. . 545 254 . 

R* a)b)-- + —i c)-—+ —-i 

1 2 2 1 2 1 ' 444 37 

4. Efectuar fas operaciones y expresar el resultado en la forma a + b i 
a) (3 +2/3)(2- 3^2) b) (-3- 3V 7 !) 2 C) (3- ^Fñl(2 + ^75) 


e) (^-Zl) 2 +(2V3-5E).(1-2I) 


i 1 + i 


f>( í + zr+ y~ 


d) 


V3 + Vz i 
V 3 - Vzi 


R: a) -24 + 5 J3 I b)-18+ 18^3 1 c) 36 + 11 V5 i d) | + ™i 
e) (-11 -f 2^} + (-8^3 - 5) í f) 3 i 

5 . Hallar el valor de p si se cumple que (p + 5i) + (3+i) = (l+5l} + (- p + i) 

R: p - -1 

6. Hallar el número k que verifica la siguiente igualdad: £1 + 3 í). (k + 21) = 13 + 59 
R: k - 19 


7 . Calcular y expresar el resultado en forma binómíca las siguientes expresiones: 


a) 


(4 + p*-(4-iy 

(4 +i) 2 + {4-¡) ; 


— i 
R 15 E 


b) 


8, Calcular el valor de k para que el número complejo { , Í S63 sea imaginario pura. 

J i I 

R: k = 12 

1-31 

9, Calcula Ja expresión R: 4 - 2 i 

1 - ¿j 

2 2 


a *b 

Va -iVb 


R: Va + lVb 
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Números complejos 


10. 


n * l i 

. Se sabe que el cociente . . ' es un número real Hallar el valor de b, ¿Cuál debería ser el 


1- 


vaior de b para que este cadente fuera Imaginario puro?, R: b = -2 y b - 2 

11. Hallar el valor de m de manera que el cociente * — sea Imaginarlo puro. 


2-i 


R: m = 6 


12, Cafeular el valor de k para que el codente 


k-2¡ 
3 + 4! 


sea; a) Un número real b) Un número ima¬ 


ginarlo R; a) k - ■ 3/2 b) k - S/3 

13, Calcular el valor de k para que (k - i f sea un nümeno real 


n. . 43 . 4 ^ 

K. K- j t = - 3 


3 4. 

14. Comprueba que los números complejos 3 + 4 i y — - “ i son Inversos, 


15, Hallar el valor de k para que el afijo de (2 - 3 i). ( k + i) sea el punto P - (5, -1) R: k - 1 

16, Los afijos de tres números complejos constituyen los vértices de un triángulo, los cuales se 
nombran así A =» (2, 0) B = (-3,5) y C = (3,1). Hallar las coordenadas de los vértices del trián¬ 
gulo que resulta de multiplicar por i dichos números compás. 

R: Ai-(0,2) Bi = (-5,-3) Q = (-1, 3 ) 

„ 3-1 

17, Hallar el valor de k para que el afijo del codente — sea un punto; 

a) del eje real b) del eje imaginario R; a) k = 3 b) k = -1/3 

a - 31 

18, Hallar los valores de a y b para que se verifique la Igualdad - = 3 - 2 i 

R: a = 20/3; b = l/3 

a b 

19, Demuestra que el inverso de a + b i es la expresión " g 2 + ^ ■ 

20, Hallar un numero complejo cuyo cuadrado sea igual a su conjugado 


Z - .I*£| 
Z,= 2 2 


. 1 43 

* m ‘TT 


21, Hallar dos números complejos h y Zj tales que su suma sea 1 + 4 i y cuyo cociente sea i 


* *--H' 


, 5 3. 

Z ^2 + V 


22, Hallar b y d de manera que se cumpla la igualdad: ( 3 + b I). (2 - d i) - 12 5 
R: bi - 2 ; di — 3 =-9/2; d 2 = -4/3 


23, Dos números complejos coorjugados son tales que su diferencia es 6 i y su codente un número 
imaginario puro. Hallar esos numeras complejos, 

*2^3+31 Z 2 = 3-3i 2i = -3 + 3 í Z x = 3 - 3 I 


24, Dos números complejos al sumarios se obtiene 3 + 2 i. Si la parte real de uno de ellos es 2, 
hallar dichos números sabiendo que su cociente es un Imaginan o puro. 

R; Zt = 1 +t/ 3 Za - 1 * JS h = l-S Z* =1 + ^/3 
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Números complejos 


8.8 Módulo y argumento de un número complejo 

Hasta ahora hemos analizado que un numero complejo Z puede ser expresado en forma bínómica 
como Z ~ a + b i. 


Llamaremos módulo o valor absoluto del número complejo Z y lo designaremos por | Z | f a la 
distancia medida entre el origen y el afijo de Z. 

SI 2 - 0 + b I, su módulo es | z ] q | OP | « Va 2 + b 2 

Ejemplos 

a 

Ejempíol 

Dados tos complejos Z, = - 3 + 5 i Z? - 2 -2 V5 sus módulos vendrán dados por: 

|z, | = i/(-3) r + 5^=V9 + 2 ? = J 34 
|z, I - V 2 3 +(-2,/3 f = J 4 + 12 = .Í6 ■= 4 

Llamaremos argumento del número complejo Z - a + b i r denotándolo como arg(Z), al ángulo o 
que forma el vector de posición OP con el semieje positivo de las abscisas, medido en sentido con¬ 
trano al giro de las agujas def reloj, 

Conocidos a y b, para determinar d valor de a, se aplica la formula: 

^ b 
tag a « — 
a 

Es de hacer notar, que el módulo de un número complejo es único, en cambio los argumentos son 
infinitos, ya que existen infinitos ángulos con una misma tangente, 

Ef argumento del numero compfejo dependerá de los signos de a y b, es decir, del cuadrante en el 
que se encuentre ubicado el afijo. 

El argumento para el cual se verifique que Osa sin se llama argumento principal. 

Ejemplo 

Si Z = 5 = 5- 51 ef argumento del número complejo Z viene dado así: 

tag a = y -(► a = teg "‘ ( Y ) -► «¡ = 240° 57' 50" a 2 = 120° 57' 50" 


El afijo P del numero Z queda determinado por el 
vector cuyo origen es tí origen de coordenadas y 
cuyo extremo es el afijo, es decir, el vector OP. 
Este vector nombrado recibe ef nombre de vector 
de posición del punto P. 

En general, un número complejo 2 = a i bl que¬ 
da caracterizado por su afijo o su vector de posi¬ 
ción. 


J 

i Eje Imaginario 

b 

-. -*ip 


Á. 1 

0 

a Eje real 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


S.9 Forma polar o trigonométrica de un número complejo 

Hasta el momento hemos trabajado con operadores de números complejos expresados er forma 
blndmiea, es decir, en le forma Z ™ a + b I 

Es posible expresarte también por ei médula r y por su argumento a t expresión ésta que recibirá el 
nombre de forma polar o trigonométrica» 

Veamos: 





Si llamamos eos i + i sen a = ds a, podemos escribir también quet 

Z = r cls a 

Algunos autores le dicen a Z - r { eos a + f sen a } forma trigonométrica y a Z — r cis a le di¬ 
cen forma polar 

De acuerdo a lo analizado podemos dedr b siguiente: 

Un número complejo puede ser expresado de varias formas distintas: 

Forma biné mica Z = a + b i 

Forma polar: Z - r CÍS ti 

Forma trigonométrica: Z - r { eos a + I sen a) 

Estudiaremos a continuación el procedimiento efe pasar de una forma de expresión a otra 
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Números complejas 


8*10 Transformación de forma binómica a polar y viceversa 


Transformación de forma binómica a potar 


Transformación de forma polar a forma binómica 


Pasar a forma polar el número complejo 

2 = 2- Vil 

Calculemos el módulo de Z 

z= ,/2 2 + (Z-Ji f = V4+12 = Vis = 4 


tag «=l^=-V3 


a 




120° 


300* 


Representemos el afijo y observaremos erí qué 
cuadrante está. Obsérvese que está en el cuarto 
cuadrante y el argumento debe ser 300° 



Z = 4 (eos 300° + I sen 3G0 D ) = Z - 4 ds 300' 


Pasar a forma binómica el complejo dado como 
Z = 6 ds 240°. 

Calculemos ios valores de a y b de la siguiente 
manera: 

a - r, eos a 
& ~ 6 ♦ OQS 240* 
a =-6 ,(-0,5) 

3= -3 

b m r. sen & 
b = 6 * sen 240° 

b = 6.(-~) *-3j3 

Podemos escribir en forma binómica que: 

Z = -3 " 3 Jl i 


Expresar el complejo Z = - ^3 + 2 i en forma trigonométrica 

Solución 

Debe quedar expresado en forma trigonométrica asi: Z = r (eos a + i ser a) = r cis a 

Observemos que a = -3 y b = -2 

Debemos calcular el módulo y el argumento. 

El módulo viene dado por r ¡a ^/{-3) 2 4 = ^9 + 4 - VÍ3 
El argumento lo determinamos por la expresión tsg a = - 

3 


tag ot - 


2_ 

-3 



a = are tag{ 




a — 33° 41 4 24” 


■■ '• ■: ... . 

% ángulo a se encuentra en el segundo 
cuadrante y el argumento en definitiva 
sef ^' 

a=* l8D & -33° 41 * 14 ” 

146 5 18' 36* 
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Números complejos 


Luego el número complejo en forma binómica Z = - 3 + 2 i escrito en forma polar o trigonométrica 

es: 

Z= S (eos 146 5 18' 36" - i sen 146 D 18' 36") 


Z = V3 ds 146° 18' 36" 


Ejemplo 2 Expresar el complejo Z = J3 - i en forma trigonométrica 

Solución 


Observemos que b - ^3 y b = -1 

El módulo viene dada por r = +(-l) 2 = t/ÍTÍ - 4^ - 2 


Calculemos el argumento 

b 

tag a = - fc tag a 


Í -► « = arctag(^|) 


a = 


' 

Como la parte real es positiva y la porte imagi¬ 
naria es negativa se tendrá que el argumento 
de Z será un ángulo del cuarto cuadrante: 
a = 360*-30® 

330° ' 





Luego el número complejo en forma binómíca Z = S - 1 se puede escribir en forma polar o trigo¬ 
nométrica así: 

Z ** 2 ( eos 330° + i sen 330 °) 

Z == 2 oís 330° 


Ejemplo 3 Expresar en forma bínómica el complejo Z - 2 ( eos 120° + I sen 120°) 

Solución 

Debemos escribirlo en la forma Z - a 4- b i , to que nos indica que debemos determinar los valores 
de a y b. 

Sí comparamos las expresiones Z - 2 ( eos 120° + i sen 120°) y Z - a + i sen a } nos 
daremos cuenta que r = 2, 

Calculemos eos 120^ y sen 120 o - 


eos 120" = eos (180°-60“} 


sen 120° = sen (120“-60") 

M 1 

*■ - eos 60° a - - 
2 


- sen 6(f = —• 

DOS 120“= -L 

■ - ■ ■■ 


sen 12 Ü"= y 
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Números complejos 


Sustituyendo tos valones de los ángulos en la expresión Z - 2 ( eos 120° 4 i ser 120*) nos queda 
que: 

Z=*2(-| +1^) 

SI efectuamos la operación se tendrá que: 

z= -i + Vi i 


hhéHHA 


Ejemplo 4 Expresar en forma binó mica el complejo Z - l ( eos 13? +■ i sen 135®) 

Solución 

Evaluemos eos 135° y sen 135° 


eos 135 a « eos ( 180° — 135® ) 

= 'C0S 45“ = 

eos 13? * - — 

2 

_---- - - - 


sen 13? * sen ( 


4i 

sen 13? - ~ 
- Z 


' :R 


m 


í-jflfrr 

:.*S- 


Sustituyendo los valores de sen 135° y eos 135° en la expresión 2 = 1 { eos 135° + i sen 13?) nos 
queda que: 


!-.(■# *4) 


Z-•#.#! 
2 2 



1 . Expresar en forma polar cada uno de los siguientes complejos: 

3 J 3 3 

a) Z p= -3 4 3 i b)Z>=2 + 2i c) + d)Z*-4 eJZ=2i 

f) 2 =2 + 5 í g)Z = <Í3-l h)Z=2-VJl t)Z = -4 + 3l j)Z=-Vs+15l 
k)Z = -/S-V71 D) Z=-l-3t m) Z = 1 -1 

Respuestas 

a>3^dsl35“ b)2^2 cis 45° c) 3 cis 30“ d) 4 Cis 160" e) 1 as 90° 

0 5,3S5 cis 68 “ 12' g) 2 ds 330“ h) V? cis 319“ 06' i) 5 di 143“ 07' 

j) 2v5dsl20° k) 2^3 efe 31CP 12' 0 3V2ris225° m) Jltís 315° 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


2- Expresar en forma bfnómlea cada uno de los siguientes complejos: 
a) Z = 3 ds ÓQ 6 b) 2 = 4 Cis 100° c) Z = 5 cfs 306 ü 54 r d) Z = 3 cis 150 a 

e)Z=. r/TcfeaiS” F|Z = 8ris 180° g)Z = 3dül3? h)Z = 2eis240" i) ^ds300° 
j)Z=|ci$120 k) Z = VB ds 135" í)Z = 4c¡sl3? 


Respuestas 



b) -0,69+ 3,94 ¡ 

c) 3 —4i 

«-5S.fi 

e> 1 — í f) — 8 

g ) o 

2 2 

# 

i») -1» & i 

& 1. 
r i 1 

i 41 

®rr 

k) 2 + 2 í 

t) ■ 2-JÍ. + 2tÍ2 i 



3. Calcular el opuesto y el conjugado de cada uno de los siguientes números complejos, expresán¬ 
dolos en forma polar- 

a) 2 a 1 - ^3 i - b) Z * 1/2 ds 200° c.) Z - 4Í ds 75 6 d) 

Res puesta sí 

a)-Z= 2tis 12#* 2^2 cis 60° b)‘2-4dsl65° Z = 4dsl5 ÉS 

C)-Z- -Jl cis46? = V2 cis 10? Z = -Í2 os7? 


ope/ aciones con números complejos en forma trigono¬ 
métrica o polar 

La forma trigonométrica de los números complejos es espedal mente cómoda para operar con pro¬ 
ductos, cocientes y, sobre todo, potencias y raíces enésimas de dichos números- 

+ Producto de dos números complejos en forma polar 

Sean Z L - Ti ( eos q a + i sen ct s } y Z 2 - r 2 f eos a* +■ i sen a 2 ) dos complejos cualesquiera. El 
producto queda definido así: 

Zj. Z 2 = Ft, fz [eos ( cti + a 2 ) + i sen ( ai + a 2 ) ] - ^ , rz cis («j + o 2 ) 

El producto de dos números complejos e¡n forma polar, es otro número complejo que tiene por 
_ modulo el producto de los módulos, y de argumento la suma de los argumentos- 

Demostración 

Sean Z, =* ( eos «i + i sen a t ) y Z 2 = r 2 ( eos a 2 + i sen a 2 ) dos números complejos 

Evaluemos el producto 

Zi, Z 2 = Ti ( eos aj + i sen ai } . r? ( eos a 2 + I sen a?) 

- (r,.r a )t( eos ai eos a z - sen a* sen a 2 ) + ¡ ($en tt T eos a 2 + eos a¡ sen a 2 )} 

-v-' '-v-' 

(I) (II) 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


La expresión (I } es equivalente a eos (c^ + ci 2 ) = eos eos a 3 - sen «i sen ctj 

La expresión f II) es equivalente a sen Cota + a¡ ) = sen a t eos a¡ + eos a t sen a* 
Luego nos queda que' 


Z t . Z 2 ~ (r 1+ r 2 )[ eos (ai + + i sen (04 + a z ) ] = r x .r 2 cis (ct t + a 2 ) 


Ejemplo' 


Si Zr - 2 cis 3QP y Z 2 - 3 cis 6Q D el producto Zi . Z 3 viene dado así; 
Z, * Z 2 =* 2 cis 30° . 3 ds 60° = 2* 3 tis (30° + 60 D } = 6 ds 90° 


números complejos en forma polar 


Sean Z v = ti ( eos ai + i sen ai ) y Z¿ = ti ( eos a 2 + t sen a 2 ) dos números complejos; siendo 


Za*0 

Se define el cociente de la manera siguiente: 

Z 1 _ r, (eos a, + i sena,) 
Zj ” r 2 (coscfc 2 + ísena 2 ) 


V 



[cos(a, - otj) ■(■ ísen(a ; - a ? ) ] 


Demostración 

Sean Z 3 - r 3 ( eos «! + í sen oti ) y Zj = rj. ( ms a 3 + i sen a 2 ) dos números complejos, siendo 
Z 3 *0 

Para efectuar el cociente se expresan en forma trigonométrica y se multiplican numerador y deno¬ 
minador por et conjugado del denominador. 

Z : r x (eos+Jsena,) _ ^(oasot, -tÍsena 1 X C0Sct i * lsenot 2 ) 

Z 2 r¿[cosa 3 +isena 5 ) (tosa 2 -f rsen a 2 )[cosa 2 - ! sen a 2 ) 


r, cosa! eos a 2 - icos a,sen tlseno^ cosa^ -l 2 sen txjsena^ 

V 


005 2 a 2 + sen 3 a 2 

Agrupando en el numerador las partes reales y las partes imaginarlas y haciendo en el denomina 
dor sen 2 a 2 + eos 2 a ? - 1 nos queda que; 


z i . r i 


.[(eos a, eos a 2 + sen «, sen a 2 } +1 ( sen a, ais a 2 - sen n 2 eos a,) ] 




J V. 




(1) (n) 

La expresión (I) es equivalente a eos (ai - a 2 ) y fa expresión (II) equivale a sen (ai - a 2 ). 
Luego nos queda que: 


Luego 


Zi r, 

—- = — >[cos (ai - ai) + í sen (ai - a 2 )] 

Zj r? 


r, (eos + i sena^ 
r 2 (cosa 2 + i sena 2 ) 


T 

—.[eos (ai - as) + i sen (ai - a s )j 

f 2 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


Escribiéndolo con la otra notación se tiene que 


r t Cls a L 
h cls a 2 


— Cisfctj - a a ) 
r 2 


El cociente de dos números complejos, en forma polar, es otro número complejo que se obtiene al 
__ dividir los módulos y restar los argumentos, 

SI se obtiene un argumento negativo, se le puede sumar 2tí - 360° y se obtiene así el argumento 
principal 

Ejemplo 

Dados los siguientes números complejos Z x = 9 ds 60°, Z 2 = 3 cis 90° y Z 3 = 2^¡3 ds 120° 

calculara) ~ b) 
z 2 

s* 

Solución 

a) ^ = 9 - QS S0 ° = 3 ds (60° - 90 a ) = 3 cls {-J0°) = 3 cis (-30° + 360°) = 3 Cls 330 a 
' Z 2 3ds90° 

= 3 cls 330° 

Nótese que obtuvimos un ángulo negativo de -30° a! cual, como dijimos antes, le sumamos 360 3 

L1 Z 3 Z 2 2^3 ds 120°.3 ds 90° ... 6^ ds 210° _ 2v5 , r „ 0 

; Z x 9 ds 60° 9ds 60 a 3 


A CTIVWADES PARA RESOL VER 



1. Dados los complejos Z x = 15 cís 33CP y Z 2 = 3 cis 150 D , hallar el resultado de las siguientes ope¬ 
raciones: 


a) Zj«Z 2 b) — c) R: a) -45 cls 120* b) 5 ds 180° 

Z 3 Z 1 

2, Con vierte en la forma polar y luego multiplica o divide según sea el caso: 


c) | ds 180 a 


a) (1-1).{2+21) b) (10^3 i +10 E)(V3 -í) e) (2S + 2\){2 1) d) - 


1 + i 

-i 


e) 


-l + i 
V3 + i 


f) 


lS-2l 

1 + V3I 


9) 


(10>/3-10¡}(V3 +i) 


1-3 


h) 


2 i ■ (- 4 i) 

(V3+OÍ1-0 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


R: a) 4 as 0 a b)40ds0° c) 8 cis 120° 


g) 


~cls 45° 

4i 


h) 


4 

-T^ds 175 a 

■a 


d) ds 90“ 


Jy 

e) ^cis 105* 

2 


f) 2 ds 270* 


3. Efectuar y expresar el resultado en forma blnómlca: 


a) 5 efe 30* . 2 d$ GCf 

c 3ds 3Q°. 2ds 90° 
C) 4<h 180°. ds 135 


dS 20 Q h7c¡s 160 a 
4ds20a°.3dsl00* 

2 ds {-60°). 4ds 90* 

2 cís 70° .5 ds 80° 


7 7^3 

R: a) 10 f b) -“-I — C)-1,45 + 0,39 í d) -0,136 -0,784 i 

4. Dados los complejos Z ( = 3 ds 75 a y Z^4ds 20 a , calcular 2* + Z 2 y expresar el resultado 
en forma polar, R: 4,54 + 4,27 S 


+ Potencia de número complejo en forma polar 

Consideremos el número complejo r ds a y su cuadrado. 

(r ds a f a (r cls a ), ( r cís a ) {expresando la potentia en dos productos efe igual base) 

= r.r.cis{a + a) {aplicando el producto de complejos) 

= r 2 cls 2 a 

Evaluemos ahora (r ds a ) 3 
(rdsa f - (rdsot) (rtísa) ( rdsa) 

= r . r * r C\s (a + a+ ql) 

- r 5 ds 3 a 

La generalización de estas expresiones constituye el teorema de De Mo¡we, el cual se enunda así; 



Ejemplo 1 Hallar ( 1 + I f 

Encontremos Ea forma polar de 1 + i, sabiendo que a = 1 y b = 1 
El módulo viene dado por r - Vl + 1 = jl ► r = jl 

El argumento viene dado por tag a = b/a 

tag a = y "" ► a = are tag 1 "*► ¡i = 45“ 

Luego 1 + f = Jz crs 45° 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


( 1 + \f » {V2 ds 45° ) 9 * ( Jz j 9 ( ds 45 D . 9) - 16 72 els 4ÜS* = 16 72 cis (4Q5° - 365° ) 

= 1672 d£45 D 

( 1 + I}* = 16# cis 45 a 

Si deseamos expresarlo en la forma binomica lo escribimos así; 

_ J5 Jj 

1672 (eos 4S Q + 1 sen 45*) = 16 Vi ( ^ + í~-) = 16 + 16 i 
Luego, en forma blnómica se tendrá que (1 + í f = 16 + 16 ! 

Ejemplo 2 Expresar en forma polar él resoltado de la operación ( 1 - J3 ) b 
Encontremos la forma polar de 1 - 73 , sabiendo que a = 1 y b - - 73 

EE módulo viene dado por r — ijl + (-V3) 5 - Vi + 3 =74=2 

r = 2 

^3 

El argumento viene dado por tag a = ——- ^ a - 300° 

Luego (1 - V5 ) 5 = (2 cis 300° f = 2 5 . cis 300°.S 
(1 - V3 f = 32 cis 1500° = 32 cis 60” 

Nótese que hemos reducido al argumento principal, dividiendo 1500 entre 4 y usamos el resto que 
es 60° 



1. Calcular usando la fórmula de De Molvre y expresar el resultado en forma blnómica. 


a)( i¿U|i y» b) 1 1 + I V3 ) 4 c){-l + I)“ d) c n/3 - i ) 10 

R: a) 27 í b)-& + 8V3i c)-32í d) 512 + 512 73 1 

2. Calcula la potencia cuarta del número complejo (3 - 3 i) expresándola en forma polar 
R: 324 ds 180* 

3. Calcular ( -4 + 2 t ) 5 expresándolo en forma polar R; 800 Vs ds 47 y lQ r 12" 


4- Aplicar en cada caso la fórmula de De Moivre y expresar el resultado en la forma blnómica: 
aj( ~*^Y 2 b)(^f-Ji) 3D0 Ra)l b) I 

S 4 Calcular ^ ^ 315 ilí + — 'L expresando el resultado en forma polar y blnómica. 
2ds 30° 

R: 8V2 ds 105* y ( 4 - 475) + (4 - 4 & } I 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO S 


6. Calcular 


42 


íi+iT 


R: '# + # 

8 a 


7. Calcular: + 


R: 16 


8, Calcular; a) t1 + '\3 


(1 + 2 Í ) 3 ü) 


R: a) m + m' b) 


^ Raíz cuadrada de número complejo en forma binómica 

Si se Sene un número complejo Z = a + b f la idea es calcular en forma binómica .JFTbí. 

Para ello es necesario obtener otro complejo Z = x r- y ¡ el cual será la raíz cuadrada de 2 tal 
que verifique la igualdad; 

Va + bi - x + y i. 


a + b i = (x + y i ) 2 


Ejemplo Calcular J4 + 3Í = x + yj 

A + 3 i = (x + y i) 2, (Elevando al cuadrado ambos miembros) 

4 + 3 i — x + 2 xy i + y i 2 (Desarrollando el segundo miembro) 

4 + 3i = x 2 + 2xyi 4 y 2 (-l) (Porque i 2 = -1) 

4 + 3i = x 2 Q y J + 2xyj (Ordenando) f 

X^ — y^ ■= 4 ( I ) 

SI igualamos ncs queda el seguiente sistema de ecuaciones; * 

[ 2*v*3 .. cn) 

Despejando y en la ecuación (II) nos queda y = — 

Sustituyendo la expresión de y en Ja ecuación (I) nos queda que; 

5íí -¿- = ‘» -► 4x<-9 = 16* J - ►4x 1 -16x í -9 = 0 

Como se trata de una ecuación bicuadrada debemos baoer un cambio de variable llamando x~ = u 
quedándonos que: 

4U 5 - 1GU - 9 = 0 

Resolviendo la ecuación de segundo grado con variable U se tiene que: 


r _ 16+20 _ 35 9 

5 8 " 9 “ 2 


_ 16 ± V256 +144 1G¿J4()0 16 + 20 H 


^ U? = 


16 "20 
S 


= 9/2 


ü ? = 


2S5 






















UNIDAD rV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números completos 


De las dos soluciones sólo una, U*= 9/2 = x 2 , es la aceptable ya que x 3 - -1/2 no es solución, 

9 3 

Sí x 2 = U - - entonces x = ± 

3 V2 

Sustituyendo en y = — se tiene que y = ± — 


. • 3 ,J2. 

las soluciones son los números -j= + — ■-i 


Para comprobar que estos valores son ciertos 
debe damos 4 + 3 ¡, 


3 J2. 

V2 ^ ' 

bastaré con elevar al cuadrado cada una de ellas 


V 



1, Hallar en forma btnómEca las siguientes raíces: 


a) Vs + 121 b) V 2 IT 20 T 
R: a) 3 + 2 i y -3 - 2 í 
d) %/fi - i y -Ve +f 


c) V 21 - 20i d) V5-V24Í 

b) 5 + 2 i y -5-21 
e) V3-V2 r y -V3 + VZi 


e) ijl - 2y¡S i f) V45-2BÍ 

c) 5 - 2 i y -5 + 2 \ 
f) 7 - 2 I y -7 + 21 


>► Radicación de números complejos en forma polar o trigonométrica 

Definición previa. Igualdad de números complejos 

Sean dos números complejos escritos en forma trigonométrica Z x = r x cis ay Z¡ = rj efe p- La 
igualdad queda definida asi: 

f - z 2 ■ 11 r r cis a = r 2 efe jJ ^ 1 11 r 4 = r 2 y |3 = a+ 2k7rconk entero 



asados en forma trigonométrica,, son hgual< 
gumentps difieren en un múltiplo de 2 í 


Ejemplos 

Sean los complejos Z, = 12 cis 48“ y Z 2 = 12 tís 1488“ 

Nótese que tienen el mismo (módulo y además MBS” = 48° + 4.360” 

JJ = a + 2 , k , n con k = 2 

Es decir los complejos Zi y Zj son iguales porque coinciden con Fa definición- 

Los complejos Zi = 6 cis 60° y Z 2 - 6 ds 2220° son iguales por tener igual módulo y el ángulo 

2220° = 60® + 2.k.36Ü° con k - 3. 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


4 Raíz de un número complejo 


Se dice que a es la raíz n ésíma de un número complejo Z si a n = Z, escribiéndose a = tfz 

sí a - Q(z 4 > a n = z 

De idéntica forma podemos decir: 

La raíz enésima del número complejo-, R ct$ a, es otro número complejo r cis p cuya potencia 
enésima es R cFs a 

f -— 

: Si ÍÍRcisa = r cis p si y sólo si R cis oí = (r cis p) 11 

l _ j 

Sf tomamos la expresión a la derecha del sí y sófo sí tendremos que: 

R ds <i = [r crs p) n 

Aplicando Ja fórmula de De Moivre en el segundo miembro nos queda que: 

R ds a - r* cis np 

Sí aplicamos la definición previa de Fgualdad de complejos podemos deducir ío siguiente: 


R cís a = f 1 cis np 


r" = R 


> r = fí JK 


n p = a + 2 k ít, ksZ 


a + 2ktt , „ 
p = -, ke2 


v T n 

Si damos a k valores enteros desde 0 hasta n -1, obtenemos n argumentos diferentes 


Si k = 0 

Zq = R/r cis — 
n 

si k = i 

Z, = 1/r cis 

n 

Si k = 2 

n r . a + 4n 

Z t = ^r cis —- 

n 

Si k ^ ñ -1 

Z.-1= íf cis “ + 2tr ' 1,71 

n 

Nótese que si hacemos k - n, se obtiene que Z ft = rfr ds {^ + 2% ) el cual difiere de 2^ en una 
vuelta. 

En general, para valores de k > n se obtienen argumentos que difieren en un número exacto de 
giros, pudiéndose decir: 


Un número complejo en forma trigonométrica r cis a tiene n raíces enésimas distintas, cuyo 
módulo es la raíz enésima del modulo del complejo dado y cuyos argumentos son obtenidos dando 

a k valores k = 0,1, 2, ...n - i en la expresión ¡J = —-- 


cis a = H/r cis a+ / kíl - , k = 0,1, „ + ,,n -1 
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UNIDAD IV LOS NUMEROS COMPLEJOS CAPITULO 8 


Números complejos 


Hallar las raíces cúbicas del número complejo 2 = 8 ds 9Q C 
90° + 36G D k 


^Eds 90 & = 3/e cis 


■ # k« 0,1,2 


= 2 ds 


90° +360 D k 


Determinemos los argumentos para los diferentes valoras de k 




Ejemplo 2 Hallar ^-2 + 2i/31 

Solución 

Transformemos el complejo -2 + 2 v'3 de la forma binómioa a la forma polar 


tncontremos el módulo 



Encontremos el argumento 
- — — -“ —“ 

' 2i/3 , ¿ , 

tóg a — h — j a. — are tan { 

y - > 

*■ ’ 

o» 18EP-120" 


■v.'i ■ 


• Vr 


a = I2tr 

• - . .• 


Luego $-2 + 2/3 i - v 4 ds 120 í 


í/4 cis 120 

0 = ^cis- 

Si k - O 

1 

2^ = J2cls- 

Si k = l 

Z] - /z cis - 

Si k = 2 

“ /Z cis 

Sí k = 3 

Z 3 = J2 cis - 


= Vz ds 120° 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


Observaciones 

Los números reales tienen argumento 0 a si son positivos, y 180° si son negativos 
La forma polar de Z - 4 viene dada por Z - 4 cis 0 o 
La forma polar efe Z = - 4 vfene dada por Z = 4 cEsl8G D 


Ejemplo 3 

Una de tas raíces cúbicas de un número complejo Z es 2? - Jí + 4Í I. Hallar Z y sus otras dos 
raíces. 

Solución 

Expresemos una de las ratees Z° en forma-polar 


r = ■ji+jii. 


r = + (V 2 ) ¡ = V2T2 = /4 =2 


< 



a = 4P 


Luego Z 6 escrito en forma polar es Z° = 2 cis 45 B 

De acuerdo con Ja condfdón del problema Z* es una raíz cúbica de Z, por lo que puede escribirse 
que: 

íE = z B 

» - 2 tf$ 45° 

Z = ( 2 cis 45 <> ) 3 [elevando ambos miembros al cubó) 

Z - 2 3 cis 3.4.5° 

Z = 8 cis 135° 

Calculemos las raíces cubicas de 2 

3/ :~ ~ c0 jCJ. 135 a -f 2kiü ^ . 135° + 2kn 
V8 os 135 ” v2 J cis----2 as -—-- 

Sustituimos por k - 0, l r 2 en la úitima expresión 

135° 


(aplicando De Moivre) 
(efectuando las operaciones) 


Si k = 0 Z Q = 2ds 


Si k = 1 Zj = 2 cis 


13 5* + 360 Q 


Sí k — 2 Z? = 2 cis 


135° +220° 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO S 


Números complejos 


Ejemplo 4 

Resolver la ecuación x 2 3 4 + 1 = ü 

Solución 


SI x 4 + 1 = 0 — 1 1 1 ► x 4 - -1 ► x = íT 

Debemos encontrar las raíces cuartas efe -1 usando on procedimiento similar al ejemplo anterior 


£ 

II 

X 

j „ , Itsu T ¿JUT 

e VldSlBO 0 ■ os — -% 

4 



Si k = 0 

Zo = ds 

180° 

4 

—► 

Zs = cis 4S° 

Si k = 1 

Zi - cis 

180° + 360° 

4 

—► 

Z 1 = cis 135“ 

Si k = 2 

Z 2 = ds 

1B0° + 2,360° 

4 

—► 

Z 2 -ds 225° 

trt 

>r 

a 

u» 

Z 3 = cis 

180° +3.360* 1 

4 

—► 

Z 3 = ds 315* 


Zf¡ f Zi, Z¿j v Z 3 son fas rafees de V*T y como consecuencia serán Jas soluciones de la ecuadón 
dada como x 4 + I = 0 



L Ha [lar las raíces cúbicas del complejo dado como Z = -4-4 J3 ¡ 

R: 2 ds 80 D Z cls 200° y 2ds32fl° 

2. Calcular ^27 R: 3 cis 60* 3 ds 180° y 3 ds 300 D 

3. Calcular; a) fi b) í/1 c) VI 

R- aidsSO 0 cls ISO 0 císZZtf 5 6 b)ds22° 30' ; ds U2 B 3Ü' i ds 202° 30 r ; Cis 292 a 30' 
c) cis 18° ; ds 9Cf ; cis 162°; cis 234°; cis 306 c 

4. Calcular VÍ-8Í R: 2^2 ds 105°; 2V2ds225°; 2^2 Cls 345° 

5. Calcular fas raíces quintas de 32- R: 2 cis O 3 ; 2 cis 72°; 2 cls 144 } ; 2 cis 216 a ; 2 ds 268* 

6. Calcular las raíces cuartas de (-61i) 

R: 3 ds 67 a 30' ; 3 ds 157° 30' ; 3 ds 247 a 30' 3 cis 337° 30' 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 3 


Números complejos 


7, Una de las raíces cúbicas de m número complejo Z es Z° = 73 + 75 i , Hallar Z y sus otras 

dos raíces, Z - 2475 ds lSí>° Zg = 275 ds 60 a ¿75 CiS 180° 275ds 300° 

8, Una de las raíces cuartas de un número complejo Z es 3T 5 = 75 + L Hallar Z y sos otras tres 
raíces. R: Z = 16 ds 120°. 

Las raíces son: 2 d$ 30° ; 2 ds 120°; 2 ds 210° ; 2 cis 300 8 

9, Se sabe que Js 4- 21 es una de las raíces sextas dé un número complejo, hallar el número com¬ 

plejo y las otras raíces. 

IL Z = 729 ds 250° 8' y las raíces son: 3 ds 4i & 8' ; 3 ds lül* 8' ; 3 ds 161° 8' 

3 ds 221° 8' ; 3 ds 281° B' ; 3 ds 341* 8' 


10. Calcular d valor de Z en la expresión Z lfT*~j3 \ expresándolo en forma trigonométrica y 
dar los resultados en forma blnómica. 


3/2 16 

R: i 


T T 


11. Calcular Vl6 ds 93° R: 2 ds 31° 2 ds 151° y 2 cis 271“ 


12. Expresaren forma binómfca Z ■» Ji+~7 R: ^+i¡ y ’ 2 *í ¡ 


B 45 41. Tí 7? 


13. Expresar en forma blnómica Z = 7l + 2721 R: 72+1 y -72-1 

14, Expresar en forma binomio el complejo: Z - 

13. Dados los complejos efi forma polar Z¡ * 41 cis 45° Z 2 =* 2 ds btf Z¡ = 8 ds 120° y 
Z, - 8 ClS 240°. 

Evaluar: a) Z¡ + 2, b)Z,+Z, c) Zj - Z, 

R: a) 2 +(1+7? i) b)-8 c) sTfl 

16. Hallar Jas raíces de la ecuaciones siguientes; a) x 3 + 8 = Ü b) x 3 - 8 = 0 c) x* + 64 = 0 
R: a) 2 cis 60°; 2 ds 180 a ; 2 ds 300 a b) 2 ds 0?; 2 ds 120°; 2 ds 240 a c) 2 ds 30°; 

2 cis 90°; 2 ds 150° 2 ds 210 a ; 2 ds 270°; 2 cis 330°. 

17. Calcular tngonométricamentre la expresión ^(72 +í t/?) 2 
R: ^4ds 30 5 ; í/ídslSD 0 ; TídsZTQ* 


IB. Efectuar la operación y escribir d resultado en forma trigonométrica: 


R: 16 ds 80° 


8 + 875 i 


■¿l + 43,-¿2~- 73 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


19.Calcular: >/3 + 4iW3-4í R; 4; 2\ t -2 i; -4 


20, Expresar el resultado en forma binómica de 



«#*#■ - 


72 ^2 
2 2 


21, Hallar tas raíces cúbicas del numero complejo - 4 - 4 y3 i 
R: 2 cis 80°, 2 cis 200 5 , 2 cis 320^ 


8.12 Cómo usarla calculadora para pasar de la forma binómi- 
ca a la Forma trigonométrica. 

Sí observamos detenidamente una calculadora científica notaremos que en la parte superior de las 
tedas + y - están una letras amarillas en la cuales se lee R->P y P->R- Esto significa de rectangu- 
lar a polar, la primera, y de polar a rectangular La segunda. 

En otro lado, parte superior de la teda indicada con el símbolo [( aparece X-*—►Y 

Veamos un cuadro explicativo sobre el procedimiento. 


De forma binómica a forma polar 

De forma potar a forma binómica 

Consideremos el complejo Z = 2 + 3 i 

Parte real a = 2 „ Parte imaginaría b = 3 

Se oprime la teda del 2 para introducir la parte 
real a = 2 

A oontinuadón, y de una manera sucesiva, se 
oprimen las teclas INV ó SHIFT y luego R->P 
para Ir de rectangular a polar. 

Se oprime la teda del 3 para Introducir la parte 1 
imaginarla b - 3, luego se oprime la teda igual 
= para obtener el módulo r del complejo, dándo¬ 
nos 3,6, 

Se oprimen las tedas INV ó SHIFT y a continua- 
dón X* —* Y, obteniéndose el valor del ángulo ot 
= 56° 18' 35" 

2= 2 + 3 i Z - 3,6 ds 56° 18' 35" 

Consideremos el complejo Z = 2 cis 315° 

El imódulo r = 2, El ángulo a - 315° 

Se oprime la teda del 2 para introducir el módulo 
del complejo. 

En forma sucesiva se oprimen las tedas INV ó 
SHIT y P->R para ir de polar a rectangular. 

Se Introduce el valor def ángulo a = 315*, y a 
continuación se oprime la tecla con el símbolo 
Igual obteniéndose la parte real del complejo 
que será a = 1,414. 

Se oprimen en forma sucesiva Jas cedas INV ó 
SHIFT y >Y, obteniéndose como parte ima¬ 

ginaria b = -1,414 1 

Z= 2 cis 315° Z = 1,414 - 1,414 i 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 


Números complejos 


ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


1. Usa tu calcuíadora científica para transformar de (a forma binómíca a la forma polar. 

a) Z - -1 + i b)2-Jií c)4 3+V2E d)^Ll~9í e) 2 + 3 i f )-Vs + ^/ÍSí 

Ji 3 

g)-4-4f h) - 4 + 3 i 1)3-3^21 j) 3 - 3 I k)5“4l í)-“r+“i 

Z 2 

m) -3-/3+3Í n) 2 - 2 ¡ ñ} 1,93 - 2,3 f o) 0,04 + 0/98 i 

2. Usa tu calculadora científica para transformar de la forma polar a la forma bEnómica, 

a) 3 ds 135° b) 2 ds 240° c)8císlS0P d) Sds 330° e)6ds27CP f) 4 cis 75? 

g) 4 cis 75® h) 2 as 90“ í) 3 c¡5 60” j) 4 Cis 100° k) -M Ci$ 146° 18' 

() 3 ds 150“ m) 4 tis 270° n) 6 cis 210“ ñ) 8 as 300“ o) 2 ds 145" 


Respuestas 
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UNIDAD IV LOS NÚMEROS COMPLEJOS CAPÍTULO 8 Números complejos 


Actividades complementarías 


o 


1. Expresar en forma bfnómlca el complejo Z - 3 ds ISO 0 

_ 3¿3 3. 

R: + 

2 2 

2. Expresar en forma trigonométrica el complejo Z = 1 ~ I 
R; J2 ds 315° 

a - 3 ( 


3, Hallar los valores de a y b para que sea 
R: a = 20/3 b ^ -1/3 

4. Hallar el módulo de el complejo Z = 


2 + bl 

{3 + 21){1 - 1) 


3-21 


(4+ 0(2-1) 


5, Resuelve la ecuadón Z 3 + 27 - 0 y representa sus soluciones 
R: 3 cis 60 a , 3 ds 180°, 3 ds 300? 

_ _ . . „ . Vi ds 3Q°{1 - i/s I) 3 

6. Dada la expresan siguiente: —— a - 

a)W3dsl2Ü° b) 4^3 da 300° c)3^3clsl20° 


verificar cuál de las respuestas es la correcta: 


7 , Calcular; 315 .(-1 + ^3 i) expresar tí resultado en las formas polar y binómka. 

2(CüS30 a -1sen 30°) 

R: 8 V 2 Cis 105“ y <4"W3) + (4 + WÍ)l 

8. Hallar el número complejo Z que verifique la siguiente ecuación ■ 

R: Z = - 1 + 3 


2i + l 


(l + l)Z -(2-1) 3i 


9. La suma de dos números complejos es + Z 2 = 6; el módulo de Zi - Vl3 y eí módulo de Z 2 
es Igual a 5. Hallar los números complejos 

R: Z*h 2 + 3Í Z a .4-3i 

Zi = 2-3i Z 2 = 4 + 3 i 
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UNIDAD V PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


SUCESIONES Y PROGRESIONES 

1 

9.1 Sucesiones 

Recordemos dos cosas; 


Una fundón es una correspondencia entre dos conjuntos en fa que cada elemento del conjunto 
inicial tiene una, y soto una, imagen en el conjunto final. 


lina fundón real de variable real es una functán de D ’ R en R, siendo D el dominio deffe) 


Para formar una sucesión se establece una fundón entre el conjunto N de tos números naturales y 
el conjunto R de los números reales, Esto nos permite definir; 


Una sucesión de números reates es una función del conjunto de los números naturales en el 
conjunto de tos números reales s: N —-► R 

_ de manera que a cada número natural le corresponde un número real. _ 

Dom : { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ..—*n,.} 

Ulllll i % 

Rgo;{ 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,. „ Sn T . } 

Nótese que los términos de la sucesión 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 y 5n se determinan multiplicando 

cada número natural por 5, 

Para cualquier numero natural n; el término correspondlente de la sucesión es 5,n o 5m El término 
general sería a n - 5n. 

Las términos o elementos de una sucesión son denotados por medio de una tetra, por 
ejemplo a, y un subíndice í, que índica la posición que ese término ocupa en la sucesión: 

^1, Bjj Ü3, 3^ **+<+4*i, 3|, .,3n 

Existen sucesiones tales que cada término se puede obtener conociendo los anteriores. Aquí se dice 
que el término ene-éslmo viene dado por recurrencia. 

Así, en la sucesión 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,.. la cual es conocida como sucesión de 

Rborracci, cada término se obtiene sumando los dos inmediatamente anteriores. 
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UNIDAD V PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


9*2 Término general de una sucesión 

Se llama término general a r de Una sucesión a la expresión o fórmula que permite expresar un 
término cualquiera en fundón del lugar que ocupa. 

En la sucesión de números primos no existe ninguna formula que exprese el término general * 


Ejemplo 

Dado an s ^ * 5 r podemos calcular el término a 7 sin necesidad de conocer los términos 


anteriores; bastará con sustituir por n = 7 


2.7 2 + S 2.49 + 5 98 + 5 _ 103 

a 7 “ — — m s ~r "■ r - 


a 7 = 103/6 


Veamos un cuadro donde aparece una sucesión r y a fe derecha su término general 


Sucesiones 

Término general 

1,3, 4, 19,25,36,. 

a„ = n 2 

0^1, 2 t 3, 4„ ...». 

3n - n - 1 

lili 

11 2’3'4’ . 

i 

a "“ñ 

2, 4, - 6, 8, -10,12 

a n = 01)" - 2n 

3, 5, 7, 9, 11,. 

a„ = 2n + 1 

2 f 4, 8, 16, 32 p . ., * . t p - 

2" 


+Dado ef término genera/ de una sucesión determinar sus elementos* 

Ejemplo 1 Dado a rt = ± ^-"' escribir la sucesión para n - l r % 3, 4 


Solución 


2*l z +5 2,1 + 5 2 + 5 _ 7 

a ‘ ” 2 2 2 2 

2.2 a +5 2.4 + 5 8 + 5 13 

a 2 “ 2 2 2 2 

2,3 2 +5 2.9 + 5 18 + 5 23 

- 2 " 2 2 2 

2.4 2 +5 2,16 + 5 32 + 5 _ 37 

d4 " 2 ~ 2 2 2 


7 13 23 37 

Luego la sucesión será: a n = j *^2 f If f ~T 
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UNIDAD V PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


Efampio 2 Dada la expresión del término general a n = calcular; a? y & m _ 

n 4-1 


Solución 


7 2 49 

1 Ü 0 1 10000 

* 7 ~ 7 + 1 ~ 8 

ai0 °- 100+1 ■ 101 


+Dada una sucesión determinar su término genera/ 

Dado un conjunto cuyos términos estén ordenados, es posible hallar el término general que 
caracteriza a todos los elementos de la sucesión, 

12 3 4 5 

1. Dada la siguiente sucesión ;0,~, - t - t t,-, . hallar el término general. 

¿ 5 T J U 


Solución 

Mótese que los numeradores son: 0,1,2, 3, 4, 5 etc y los denominadores 1, 2, 3, 4, 5, 6,... - 
Ef numeradores igual ai denominador menos i 


l-l 


2-1 3-1 

2 r 


4 -i 


etc . Esto nos indica que el término general es a n 


n -1 


\ ' 2 ’ 3 1 4 T ' ' n 

2, Dada la siguiente sucesión: -1, 4, -9,16, -25 r 36, -49, 64,, , , . . hallar el término general 


Solución 

Aquí observamos que los. términos tienen signos alternados, Esto nos indita que eí término general 
estará multiplicado por { -1 ) n , 

Por otra parte, los números de fa sucesión son los cuadrados de los naturales 1 ¿ r 2 ¿ , 3\ 4 J , 5 2 , 6 3 , 
A etc, 

De acuerdo a los dos análisis podemos escribir que el término general es a fl = (-1 ) r . n ¿ 

3, Veamos el cuadro que está representando a una sucesión y su término general: 


Sucesiones 

Término qenerpl 

2, S, 10, 17, 26, 37. 

a n = rr + 1 

2, 3, 4, S, 6, 7, 8,. 

a n - n + i 

-1, 0,1,2, 3, 4,.. 

a n = n - 2 

1, 3, 5, 7, 9, 13,. 

a n - 2n - i 



ACTIVIDADES PARA RESOLVER 


L Si a n = ( -1) n , n haffar a lr a 2r a 3 , a* R: -1, 2 , -3, 4 

2, SI a n = T + 3 hallar a 3 R; 11 


3, Hallar los cuatro primeros términos de las sucesiones cuyos términos generales son; 
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UNIDAD V PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


a) ^ “ 


4n ? + 3n+^2 

2n 


R: 9/2 f 6, 47/4, 39/4 


b) bn - 2n 2 - 3 
R; -i, 5,15, 29 


c)Cn= ^f d)d„=c-2r : 

R: 5/3, 9/7, 13/11, 17/15 R: 4, -3, 16, -32 


4. Dada la sucesión a n = {-1 ) n 
R: 4, 11, -7/3, 17/3, -10/11 


3n + S 
n 1 -3 


determinar los cinco primeros términos 


5. Calcular e! séptimo término de la sucesión a n = (- n R; - 343 

2 n ' i 

6. Calcular el séptimo término de la sucesión a n + 1 Rr 16/21 

j-j _|_ ^ 

7. Dados tos términos generales de las sucesiones a„ = f - 1 ) n -z —- y b n - - 4.( 3 f~ x hallar: 

n z +l 

a) a 2 + b, b) - b 2 R' a) “35- b) 34/3 

8. Dadas tas sucesiones a n = (-1 Y Y fon = + ^ calcular: a? + b? R: I79/B1Ü 

, 2 n M) n ~ J 

9. Dadas tas sucesiones a n = (* 1 ) n - - Y bn = ^rrrrr calcular a 5 - b 5 R: -673/660 

l + 2 n n(n + lj 

10. Escribir los cinco primeros términos de fas sucesiones cuyos términos generales se indican: 


r 2 


n +1 


si n es impar 


o) a n = 


2 si n es par 


r 


b) a n = 


n + 1 


si n es impar 


= < 


n - 1 si n es par 


R: 1, 2 



B: 1,1,2, 2, 3, 3, 4, A 


11. Hallar el término general en cada una de las siguientes sucesiones: 


a) 3, 5, 7, 9,11. 

1 3 11 

. - 4 6 B 
9J lf 3 ' 4 ' 5 '' "" ' 

1 2 3 4 5 
JJ 2 * 3*4 1 5 ' 6 * ' ' + 
12^4 
2',r45'5'. 


b) 1, 1, 1, 1, 1, 1,1,. . 
1 "le " 3 # '5, * , . 

h) 9,2,1, ~. 

k) 2, 4, 0, 16, 32. 


i i _L _L _L 

C) 2 T 5 ' 10 J 17'26 """" 
f ) 5, 3, 1, -1, -3, , , , . 

I) 1. 5,-9,13, . .... 

s S 10 17 26 37 

:) lt 2 t 3 ' 4 '56' 6 11 1 * ’ 
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UNIDAD V PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


Respuestas 



12, Escribir tas siguientes tres términos de cada sucesión: 
a) 2 r 4 r 8, 16, 32 , . ... . b) 3, 5, 7, 9, II, 13, , . , 

d}-l, l.-l,1, -1... e) l-3< g-y-. 

g) 4, ”* * * * * h) 1, 3, S, 7, 9,. . . . 

Respuesta? 

a) 64,128 y 256 b) 15,17 y 19 c) 1/6,1/7,1/8 d) 1, -1,1 é) 1/61,1/243,1/729 
f) 1/16, -1/32, 1/64 g)9,49/4 f 16 h) 11,13, 15 


c) 1 i I i i 

'"V * 

n i _JL i i 

} r 2 * 4 1 8 f ‘ 1 ’ 


9.3 Progresiones aritméticas o sucesiones aritméticas* 

Una progresión aritmética es une sucesión de númenes reales tal que cada término, excepto el 
primero, se obtiene sumando al anterior una cantidad constante llamada razón o diferencia, que 
se representa por d. 

Son progresiones aritméticas* 

• Los múltiplos de números pares; % 4, 6,8,10, * « * * > :La diferencia es d = 2 

• Los múltiplos de 3: 3, 6, 9,12,15,18, **..**.. * :La diferencias d - 3 

• Los múltiplos de a: a, 2a, 3a, 4a, 5a,.. . * . ;La dlferenda es d = a 

• La sucesión -10, *6, *2, 2, 6,..* , • * . * JLa diferencia es d = 4* 

f La sucesión 3, 7,11,15,19, 23,..:La diferencia sd=4 


Sí d > O, la progresión es creciente. Cada término es mayor que el precedente. Todos los ejemplos 
anteriores tfenen d > 0. 

Sí d < 0, la progresión es decreciente* Cada término es menor que el precedente, La progresión 
12,10, 8, 6, 4, 2 es decreciente con d - -2. 

5i d = O, la progresión es constante. 
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UNIDAD V PROGRESION ES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


9.4 Termino mésimo de una progresión aritmética 

Consideremos la progresión aritmética limitada a 2í a* a*/ - • , - a*. 

De acuerdo con la definición, cada término es Igual al anterior más la razón o diferencia d, 
^ a^ ■+■ d 

a 5 = a 2 + d = ai + d + d = ai + 2d 
a a¿ + d f= ai + 2d + ú — a^ + 3d 

Generalizando para el término que ocupa el lugar n se obtiene el término general 

a„ = a t + (n - l)d 


Si conocemos un término cualquiera diferente del primero y además la razón o diferencia, es 
posible obtener el término enésimo a través de la relación siguiente: 


á a m + (n - m) d 


rt - i—“ SI " 'i 

Problemas resueltos 


Pioiifema 1 En una progresión aritmética se tiene que an = 35 y la diferencia d = 4, hallar el 
primer término. 

Solución 

De acuerdo con la definición puede escribirse que: 

a H =ai + (n- l)d 

Como a n - 35, r = 11 y ds4se tendrá que: 

35 = 3i + (11 -1)4 
35 = a L + 4D 
3^35-40 

a t = -5 


Problema 2 En una progresión aritmética d término a $ = 19 y la diferencia es d - 3, Escribir los 
seis primeros términos de Ja progresión, 


Solución 

a„ - a, + (n -1) d 

Cómo a 5 = 19 r d = 3 y n = 5 se tendrá que 19 - ai + (5 - 1) 4 

19 - ai + 16 


Luego se tendrá que: 

ai=ai + d= 3+ 4 = 7 

- ai + 2d 3 + 2.3 = 3 + 6 - 9 

a+ « 3| + 3d = 3 + 3.3 m 3 + 9 = 12 

a* = dj + 4d =• 3 + 4,3 = 3 + 12 = 15 

- ai + 5d ■ = 3 + S.3 = 3 4-15 = IB 


3i “ 3 


r 


K. 


ai = 3 

a, = 12 

a 2 — 7 

a 5 = 15 

Ov 

It 

m 

ri3 

á¡¡ — 18 


"\ 


J 
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UNIDAD V PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


Problema 3 0 quinto término de una progresión aritmética es 19. Si la razón es 4, calcular el 

octavo término* 

Solución 


Datos 
a s = 19 


Determinemos 3 i usando la ecuación a n = a 4 + (n - i)d 
Sustituyendo por n - 5 se tendrá que: 

* a i + ( 5—1) 


d^4 


a s = sti + 4cí 


a& - 7 


19 = + 4.4 

19 = ai + 16 


a 4 5 = 3 


Usemos nuevamente la ecuación = ai +■ (n - 1) d para calcular a s . En este caso n = 8 y a x = 3, 
a a - ai 4 (8 - 1) d ► a s « 3 + 7.4 a a - 3 + 28 ’► a a = 31 


Problema El tercer término de una progresión aritmética es 3 y el término 16 es 47. Hallar a 4 y 
d, Construye la progresión. 


Solución 


Como datos se tiene que 33 - 8 ; - 47. Las incógnitas son: ai = 7 y d - 7 

Usemos la fórmula del último término siendo a n - a 3 a 3 - a! + (3 -1) d 
Sustituyendo por a 3 = 8 puede escribirse que: 

0 = a x + 2 d.(I) 

Usando nuevamente la fórmula a n 3 + ( n - 1) d con a ñ = se tendrá que: 

ais = ai + (n -1) d 

47 - ai + 15 d .....( n ) 

Uniendo fas ecuaciones (I} y (II) nos queda ei siguiente sistema de ecuaciones; 


z* 


8 = a 3 + 7 d 

-< 


47 - a, + 15 d 

4 




- 2 d 


47 = a,+ 15 d 

■» 


39 = 13 d 



d = 3 


Sustituyendo d = 3 en la ecuación 8 = aj +■ 2 d se tendrá que: 
8 = + 6 de donde ai - 2 . 

La progresión será: 2 f 5, 7, 9, 11, 13, . * . . * 
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UNIDAD V 


PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


Problema 3 En una progresión aritmética Ja suma del Cuarto y d octavo término es 40; y la 
suma dd séptimo y el décimo quinto es 70* Hallar la diferencia, (razón) y dichos términos. 


Solución 

De acuerdo con las condiciones del problema se tiene que: 

a 4 + a& - 40 y a ? * a n * 70 

' (A) ' (B) 

Escribiendo cada término en fundón del primero se tiene que: 

a* = 4- 3 d 

a*“Oi + 7d 
a? «ai + Sd 
3tf = a i + 14 d 

Sustituyendo a*, a* a 7 y e 15 en tas expresiones { A ) y { B ) se tiene que: 

-f 

a x + 3 d + aj + 7 d = 40 -► 


3i + 6d +Bi + 14 d ■ 70 


2 ai + lOd =40 
^2 at + 20 d =» 70 


{ 2 ai-: 
2* + 


10 d = - 40 
20 d - 70 




Despe}endo d nos queda que d - 3 

Hemos suelto el sistema de ecuadores usando el método de reducdón. 
Sustituyendo d * 3 en ia segunda ecuadón del sistema se tiene que: 


2 ai + 20.3 


+ 60 


2 ai - 70 - 60 


a*« 10 



5 


Una va conocido el valor de ai catatamos cada uno de k» términos pedidos: 


a 4 = ai + 4 d 
a 4 - S + 9 

a< = 14 


r 

a? =i ai + 6 d 

87 = 5 + 6 * 3 
*7=5 + 18 
a? = 23 

e s = ai + 7 d 
» 5 + 7,3 
a 0 =* 5 + 21 

a, - 26 


a is » a t + 14 d 

Bií « 5 + 14,3 

Bu, » 5 4- 42 

u = 47 
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UNIDAD V PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


Problema G una progresión aritmética de diferencia (razón) 1/3 consta de 10 términos. $t los 
extremos suman 13, hallar el primero y último términos, 

Solución 


Datos e Incógnitas 
d = 1/3 

n = 10 

ai + a,,- 13. . . , (I) 


ai = ? 

a rt - ? 


Con ios datos d = 1/3 y n = 10 formamos la ecuación 


a n = ai + (n -1) d 


Aj - ai = (10 — l) d 

^-^ = 9,1/3 

a*-a* = 3 . .. (IT) 


Con fas ecuaciones ( I ) y ( n -) formairios un sistema de ecuaciones con dos incógnitas y 
resolvemos eJ sistema por el método de reducción: 


{ 


ai + a n = 13 

■= 3 


2 a n *= 16 

a rt = a 


Sustituyendo por a n - fl en Ja primera ecuación del sistema se 
tiene que: 
ai * 8 = 13 
= 

3i = 5 


Luego se tendrá que a* = 5 y a n . = 8 


Problema 7 interpolar 6 medios aritméticos entre -1 y 3. 

Solución 

Interpolar un determinado número de términos, entre dos números dados, es entendido como el 
proceso mediante ei cual se debe encontrar una progresión aritmética donde son conocidos el 
primer y último términos. 

En nuestro caso se tendré que: -1 , > . . . , 3 

n = 6 + 2 = 8 

a i ■ ■ * ■ ’ - 


Se tendrá luego que a É - -1 a A - 3 y n - Debemos determinar la razón d. 
Usemos la formula a, = ai + (n - 1) d. 

Sustituyendo ai, a n y n por sus valores se tendrá que: 3 = -1 + (8 - 1} d 

3 + 1 = 7 Ú 


Luego la progresión pedida será: aj = -1 


4 m 7 ú 

d = 4/7 

i 4 3 

3! = ' 1+ 7 = '7 


3 4 

a 3 =- 7 + y 


14 5 

04= 7' H 7 = 7 


5 4 9 

3S= 7 + 7 = 7 


9 4 13 

*= 7 + 7 »y 


13 9 17 

a 7 - — + — = — 

7 7 7 


1 

7 


- 1, - 3/7, 1/7, 5/7, 9/7, 13/7, 17/7 
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Problema 8 La suma de tres números en progresión aritmética es 42 y la de sus cuadrados es 
620, Determinar tos números. 


Solución 

De acuerdo con las condiciones del problema deben verificarse dos cosas: 


+ 02 ^3 — 42 . , ■ v . - ( I J 
a 3 2 + a/ + a * = 620.(11 ) 


Tratemos de escribir las ecuaciones en función del término a*: 

ai = as - d y aj" + d. 


Sustituyendo éstas expresiones en la primera y segunda ecuación se tendrá que: 
Primera ecuación SeQUPd a ecuación 


a^ — d + aj + + d ~ 42 

3 a 2 = 42 

ai = 14 



Para d x = 4 sustituimos en Sl - a* - d 
y a? i? a 2 + d quedándonos que: 

ai « 14“ 4 

a, = 10 

as = 14 + 4 

a 3 = 18 

Luego la progresión será: 10, 14,18 o 


Para d 2 - -4 sustituimos en a t - a 2 - d y en 
a 3 = a 2 + d quedándonos que: 

ai = 14 + (“4 ) = 14 + 4 
ai = 18 

a 3 = 14 - 4 

aj^ 10 


18, 14, 10 
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9.5 Suma de los términos de une progresión aritmética 

Consideremos la suma de n términos de una progresión aritmética: 

Sn - + a¿ + 03 + > . i « . , + a n - 2 "I" a n - | + 

La expresión anterior la podemos escribir así: 

5 n a 3l + (3i + r) + (a s +2 r), . . , * , + (a n - 2 r) + (a n - r) + a n . . . * (I} 

Si invertimos la igualdad (I) se tendrá que: 

S n = a n + (a n - r) + (a n - 2 r) + . . . . - (a L + 2 r) + (ai + r) + a L .(H) 

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (I) y {II) se tiene: 

S n = ai + (ai+ r) + (a t +2 r),.+ (a n - 2 r} + (a n - r} + a* 

S,, = a n + {a n - 0 + Can - 2 r) +.(ai + 2 r) + (ai * r) + a, 


2 S n = (ai + a„) + (ai + a n ) + (a* + a„) + - . . + (ai + a n ) + (ai + a n ) + (ai + a n ) 
2 S n = (a, + a n ) n (por ser n el número de términos) 


Despejando 5 n se obtiene: 



r 

Problemas resueltos 

i - 


Problema 1 Dada ta progresión aritmética 7 } tt, 1% .. 721 determinar la suma de los 

términos. 

Solución 

La suma de los términos de una progresión aritmética se calcula usando la expresión siguiente: 


_ (a L +a fl )n 
5n- - j 

Como conocemos a t = 7; s n - 721 y la diferencia d = 6, determinamos el número de términos de 
la progresión usando la expresión 

a rt = ai + {n - i) d 


Sustituyendo por los valores 
conocidos tendremos que: 


Sustituyendo por n - 120; ai ~ 7 y a n = 721 en la 
expresión de la suma tendremos que: 


721 « 7 + (n -1} & 
721-7 = (n-JL)G 
714 = (n -1) 6 
714 

n - 1 = —— 


n = H9 + i 


n = 120 


„ (7 + 721)120 

Sn ” 2 

728,120 


Sn = 43680 
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Problema 2 Calentar la suma de los 21 primeros múltiplos de 9, 


Solución 

El primer múltiplo de 9 es Indudablemente el mismo 9, por lo que ai = 9 

La progresión ha de tener 21 términos, indicándonos que n = 21 y la razón o diferencia ba de ser 

9. 


Determinemos usando la fórmula a„ = ai + [n - 1) d> En la columna de la izquierda. 
a 2í = 9 + (21 - 1) 9 


9¡i — 9 + 20 - 9 

321 - 9 Hr 180 

= 1^^ 


La suma de tos primeros 21 múltiplos de 9 vendrán 
dados por la fórmuía siguiente: 


Sn — 


( a i +a„)n 


Sa= {9 ± |9)21 = 19|21 = 2079 

Su = 2079 


Problema 3 ¿Cuál es la razón de una progresión aritmética en la cual Ja suma de los seis 
primeros términos es 93 y ef último termino es igual a 23* 


Solución 


Datóse Incógnitas 

d = 7 

S 6 = 93 


a n — 23 
n = 6 


Partimos de la ecuación a rt " a> + ( n — 1> d y despejamos ai 
ai = a* - (n - l)d 

Sustituyendo por sus valores se tiene que: aj = 23 — (6 — 1) d 

ai = 23 5 d.{I ) 

Sustituyendo la expresión (I) y S n - 93 en la fórmula 
(ai. + a n )n 

S ñ = — se tiene que: 


03 _ (46-5d)6 


(I) 


Resolviendo la ecuación de ia expresión { E) se tiene que: 


186 


= AS - 5 d 



31 = 46-5d 
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Problema 4 Calcular fa suma de los müibplos de 7 comprendidos entre 100 y 200 

Solución 

B primer miílHpfo de 7 mayor que 100 es 105, teniéndose que a t = 105 
S múltiplo de 7 inmediatamente menor a 200 es 196, teniéndose que a n - 196, 

Calcuiemos el número de términos despejando n de la expresión a n - a! + (n - 1} d 

a„ = ai + (n-l)d —► a„-a, = (n- 1)d — te^2-^i= n -l —te- r = ^^-+1 

o d 

Sustituyendo a™ ai y d por sus valores se tiene que o - —'^ ^ * *t-1 — ^ n =: 14 
Apliquemos la fórmula de Ea suma: 

p _ (aj +a n )n _ (105 +196)14 
5íl 2 2 

= 2107 


Problema 5 |_a suma de los n términos de una progresión aritmética es - 60; la diferencia es - 2 

y el último término es -18, Determinar ai y n, 


Solución 

Datos e incógnitas 

S* - - 60 

tí = - 2 
a* = -18 
a L = 7 

n = ? 


En la ecuación a n = ai + (n -1) tí sustituimos a n y d por sus valores 

• 18 ^ a A +{n -l)(-2) 

-18 = aj - 2n + 2 
-18 - 2 = ai-2n 
ai - 2 n *1 - 20 . , . . (I) 

Por otro lado sabemos que S n = ——~ n — 

Sustituyendo se tiene que - 60 - — 1 _ 18 ^ n 


- 120 = (a! - 18) n..(II) 


Despejando ai de fa ecuación (I) se tiene que a t = - 20 + 2 n. 

Sustituyendo a x en la expresión ( H ) se tendrá que: 

- 120 = [- 20 + 2 n - IB] n 

m 120 - (-38 * 2 n) n (Desarrollando los términos dentro del corchete) 

-120 = 3ñ n + 2 n 1 (Aplicando la propiedad distributiva) 

2 n 2 - 38 n + 120 = 0 (Ordenando e igualando a cero) 

n 2 - 19 n + 60 = 0 (Simplificantío por 2} 

(n - 15) (n - 4) = 0 (factorizando) 

n-15-0 y n-4-0 (Sí ais = 0 entonces a = 0 y b = 0) 

n ^ 15 y n « 4 (Despejando n en cada caso) 

Sustituyendo n - 15 en a t = - 20 + 2 n se tiene que: ai = - 20 + 30, De donde a* = 10 
Sustituyendo n = 4 en ai - - 20 + 2 n se tiene que: = - 20 + 8. De donde ai = -12 

i i 

í 

i 
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1, El dédmo término de una progresión aritmética es 20 y el décimo sexto término es 32, ¿Cuál es 
la diferencia o razón y et primer término? R; d - 2 y a¡ = 2, 

2, En una progresión aritmética el primer término excede en 2 dd término 9, Sabiondo que el 
primero y el noveno suman 5, hallar fa razón o diferencia y los términos mencionados. 

R: d = I a, =-3/2 d, = 13/2 a n = 17/2, 

3, El primer término de una progresión aritmética es 1. Si la razón o diferencia es 2/3 y e3 último 
término es 41, ¿cuántos términos tiene la progresión?. R: 61. 

4, Interpolar 8 medios aritméticos entre los términos i/2 y - 7Í0, 

R; 11/30, 7/30, 1/10, - 1/30, - 1/6, - 3/10, - 13/30, - 17/30. 

5 , Tres números en progresión aritmética creciente suman 24 y ta suma de sus cuadrados es 200. 
Determinar los números. R: 6, 8 y ID, 

6 , En una progresión aritmética creciente que consta de 8 términos la suma de los cuatro términos 
centrales es 70 y ef producto del primero con el último es 196. Hallar la progresión. 

R: 7,10,13 ; .28, 

7, Et producto del tercero y sexto términos de una progresión aritmética es 81. Sabiendo que ia 
razón o diferencia es 4, hallar la progresión. 

R: -H + 3\í¡3_6 + 3,/l3 -14-3-JÍ3 ....... A- 

Sugerencia; escribir a 3 - a* + 2 d y - a 3 + 5 d. 

8 , En una progresión aritmética se tiene que = 2 y a i2 = 27. Hallar ai R; - 59/8. 

9, Un corredor avanza en et primer segundo de su carrera 8 m y en cada segundo posterior avanza 
una longitud 35 cm más que en et anterior. ¿Cuánto ha avanzado en et séptimo segundo?. R: 
13,6 m, 

10, Hallar los ángulos internos de un triángulo sabiendo que están en progresión aritmética de 
razón o diferencia Igual a 10. R: 50 a , 60°, 7Q Ü . 

11, Hallar la suma de los quince primeros términos de ta progresión 5/4; 11/4, „ . . ♦ . , 

Rí 705/4* 

12, Calcular la suma de los 80 primeros múltiplos de 5, R: 16.200. 

13, La suma de los seis primeros términos de una progresión aritmética es 51 y el último término 
es igual a 16, ¿Cuál es la razón?. R: 3. 

14, La suma de los nueve primeros términos de una- progresión aritmética es 90 y ta razón o 
diferencia es -4, Determinar el primero y el último término. R; ai = 26, a n = - 6. 

15, Calcular la suma de los primeros 40 números impares de tres cifras R; 5,600 

16, ¿Qué valor debe tener x para que x + 1; x 2 + 4 y 2x 3 + 3 sean tres términos consecutivos de 
una progresión aritmética. Sí x + 1 es el cuarto término de dicha progresión, hallar Ja suma de los 
doce primeros términos, R; x = 4; 5 = 510. 

17, Calcular la suma de los 60 primeros términos de una progresión aritmética cuyo décimo término 
es 44 y el término de lugar 18 es 76, R: 7.560, 

18, Hallar la suma de todos los números pares comprendidos entre 98 y 1002. R: 248.050 

19, En una progresión aritmética la suma de los dos primeros términos es 4 y el sexto término es 
iguala 38. Formar la progresión, R: 2 f 8, 14 f . . . . . , 
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20. En una progresión aritmética se verifica que a 3 + = 4 y a 5 + = 6. Hallar aj, a s , a & , y a,. 

R' 3] ” 1,4 Sí = 2,2 a§ — 2,6 6g ~ 3,3, 

2L La suma de Eos cinco primeros términos de una progresión aritmética creciente es 50 y el 
producto de ellos es 30.240. Formar la progresión. R: 2, 6,10,14,18 

22. Cada oscilación de un péndulo es 7,5 cm menor que la anterior. Sí la primera oscilación es 244 
cm, calcular la longitud de la décima segunda oscilación y determinar la distancia recorrida por el 
péndulo durante las primeras 12 oscilaciones, R; 160,125 cm y 2424,75 cm. 

23. Un cuerpo cae 488 cm durante eE primer segundo, 1464 cm el segundo segundo, 2440 cm 
durante el tercer segundo y así sucesivamente. ¿Cuántos cm cae en su décimo segundo?, ¿Qué 
distancia cayó en total durante los primeros 10 segundos?. R; 9272 cm y 48.800 cm. 

24. Un jardinero debe regar con un recipiente de agua cada uno de ios 30 árboles que hay a un 
lado del camino. Los árboles distan entre sí 6 m y el pozo está a 10 m del primer árbd. ¿Qué 
distancia habrá recorrido el jardinero después de haber terminado el riego y vuelto ef recipiente al 
pozo?. R: 5,820 m. 

25. Una persona compra a plazas un artefacto eléctrico. El primer mes pega 22000 Bs,, el segundo 
20,000 Es,,/ el tercero 18.000 Bs., 'hasta el ultimo mes que cancela 4,000 Bs,, con lo que el 
artefacto queda totalmente cancelado. ¿Cuántos meses han sido necesarios para cancelarlo?, 

R: 10 meses. 


0,6 Progresiones geométricas . 

Una progresión geométrica es una sucesión de números reales tal que cada término., excepto el 
primero, se obtiene multiplicando ef anterior por una cantidad constante llamada razón. 

Son ejemplos de progresiones geométricas las siguientes: 

2, 6,18, 54,162, ...... ♦ , El primer término es 2 y la razón es 3. 

3,1, 1/3, 1/9, 1/27, . * . . , , ♦ El primer término es 3 y la razón es 1/3. 

-10, - 40, -160, - 640,.... , .El primer término es - 10 y la razón es 4, 

La razón de cualquier progresión geométrica puede determinarse dividiendo cualquier término, 
excepto ei primero, entre el término anterior. De acuerdo a esto, el cociente de dos términos 
consecutivos es una constante fija llamada razón. 


9.7 Cálculo del término n-ésimo de una progresión geométrica 

Si se designa por a E el primer término y por r la razón, se puede escribir de acuerdo con la 
definición: 

ai, ai-ri ai. r 2 , r, ¡^.r 1 ,. ..... . 

El término que ocupa el tugar n tendrá por expresión 


= 3t ■, r° 1 


Este representa ¡a expresión del término n-ésimo de una progresión geométrica 
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Ejemplo l 


El término que ocupa el lugar 20 de la progresión 2 t 6,18, 54,162,..... es 

a zo = 2,3 30-1 = 2 .3 19 
a^o - 2324522934 

Mótese que la razón la podemos obtener dividiendo un término cualquiera entre el anterior, 


Ejemplo 2 

Se tiene una progresión geométrica donde a* - 24 y a 5 = 648, Determinar d y di¬ 
solución 

La progresión será; ., 24, ——.648. 

Debemos considerar una progresión geométrica a partir del segundo término, para lo cual se 
tendrá que a a - 24, a* = 648 y n = 4, Esto nos permite obtener la razón de fa progresión. 

Para ello utilizaremos la fórmula a n = a a , r flrl 


Sustituyendo en la fórmula se tiene que: 

Conocida la razón usamos nuevamente Ea 

T * 

v. 

+ 

N 

ti 

£ 

\D 

expresión B n = ^ . r n " 1 con a n = 648, 

648 - 24 . r J 

r = 3. 

Despejando r 3 tendremos que: 

648 = ai, 3 5 " 1 

r 5 = 648/24 = 27 

643 = ai . y 

r - ^27 

648 = ñ! . 81 

r - 3 

Si = 648/81 


ai = S 


9,8 Suma de ios términos de una progresión geométrica 

La suma de los primeros n términos, S^, de una progresión geométrica se puede escribir como: 

Sn^ai+a 1 ,r^a 1 .r^ + ai, r 3 + ai+, , . , , , , + a^r"" 1 . ..(I). 

Si en la expresión anterior multiplicamos ambos miembros por r tenemos que; 

r S n = ai. r + ai. r* + . r 3 + . r* + ai +. , . . * . . + ai, r* 1 ...,..(II) 

Restemos miembro a miembro la ecuación (I) menos la ecuación (II} 

£* - ai + * r + ai > r 2 + ai, r 3 + aj +.. ♦ + a a , r"‘ 1 

r Su - a,. r + a t ■ r 2 + a t ■ r 3 + . r* + a t +.* a t -1" 

Sn “ r Sp = ai -ñi .f 

Sn - r Sn = ai - ai > f 1 
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Sf en la expresión anterior tomamos factor común S n en ef primer miembro y a% en el segundo 
miembro se tiene que: 


S„(l-r) = a l (l-r'') 


Al despejar nos queda la ecuación: 


$ . _ ai(l-r") 


Problemas resueltos 

Problema 1 En uns progresión geométrica se tiene que 5 n = 93, ai = 3 y r = 2. Determinar n. 
Solución 

a íi -r n ) 

Sabemos que !a ecuación viene dada por , —--, en la cual sustituimos S r¡T ai y r por sus 

1-r 

valares y despejamos n 

3 / 1 - 7 % 3fl - 2 fl 1 

93 = ** t } _fr. 93 = k * } _te. - 93 - 3{ 1 - 2") _te- 93/3 - l-2 rt 

1-2 F "1 r r 

2" = 1 4 31 ^ T = 32 ——fr. 2 rt = 2 S n « 5 


Problema 2 En la descomposición de una sustancia se pierde 20% de su peso cada hora. 
Sabiendo que la cantidad original de sustancia era de 3Q0 gramos, ¿cuánto queda después de 7 
horas?. 

Solución 

Nótese, de acuerdo con el enunciado del problema, que la sustancia esta disminuyendo en-cada 
hora un porcentaje o razón. 

Aquí nos están pidiendo determinar la cantidad de sustancia restante, por lo que la razón vendría 
dada así: 100% - 20% = 80% o 0,90, 

Esta razón nos indica que para obtener los términos de la progresión debemos multiplicar cada 
término por 0,80. 


Primera hora: ai = 300 

Luego a n = 300 . ( 0,8 ) n_1 

Segunda hora: a* = 300.0,80 

3, = 300. (0.8 )*- 1 

Tercera hora: a 3 - 300 , (0,8o} 1 

a„ = 300.0,3 7 

Cuarta hora: a* = 300 , (0,8Q) 3 

a* * 300,0,2097 


a fl = 62,91 gramos 


Nótese que hemos utilizado n - 8, porque (a cantidad restante luego de 1 horas es igual a la 
cantidad restante ai inicio de la octava hora. 
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Problema 3 Interpolar 4 medios geométricos entre - 2 y - 64/243. 

Solución 

Aquí se trata de una progresión geométrica, donde conocemos el primero y último términos, por lo 
cual debemos determinar la razón de la progresión. 

Para ello usamos la expresión a n - a 3 . r"" 1 . 

j ir ar^ rri ■ptíts^ -n-n-rar-t-i^ - 64/243 

V- - ' 

4 términos 


S número de términos de la progresión ha de ser n = 6 


Para determinar la razón despejamos r 

Encontremos cada uno de tos términos de ta 

de la expresión a ñ - a , r” _1 

progresión: 




r ‘1 

£ 

a J = a 1 .r = (-2). | = -4/3 


i- 

a 3 = a 1 . I 2 = (-2),(|) a = (-2),^-| 

6 «1 
r = 1 

' 243 _ J 64 _ J2 5 .2 

S 2 16 

1 

- 2 Tf 406 K 3 5 h 2 

04 = ® 3 ' r_ '9‘3 “'27 

2 


16 2 32 

r 3 


as = í4 -' s ' '27-3“‘H 


Problema 4 Se tiene una progresión geométrica donde a! = 6, a A = 1536 y Su * 1026, Hallar 
la razón y el número de términos. 

Solución 

Conocemos la expresión del término n-ésimo de una progresión geométrica, el cual viene dado por 
la expresión 

a„ = ai ■ i 1 " 1 

Como a n = 1536 y a! “ 6 tendremos, al sustituir, que: 


1536 = 6 ,r n l 


ST de la expresión anterior despejamos r*” 1 , nos queda que: 

_«-i _ J536 
6 

r n ^ 1 “ 256 .(I ) 
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Por otro lado, sabemos que 5 n = «¿i—- 

1 * r 


Sustituyendo po r % = 1026; = 6 se tendrá (jue: 

f 


6(1 -r" 1 ) 

1 - r 


Dividiendo miembro a miembro la expresión ( O ) entre fa 
expresión (I) se tiene que: 

1026 _ 1 - r" 


r n • 170 +171 r _^ _-17Ü + 17lr 



r rt ' a 256 r 256 

171(1 -r) - 1 -r n 


256 r = - 170 + 171 r • — ► 256 r - 171 r a -170 

171 - 171 r = 1 * r 11 


85 r = - 170 — 7 ** r =* - 

85 

r" = 1 - 171 +171 r 


f" = - 170 + 171 r..(II) 


Tí 

II 

► ¿ 


Sustituyendo r = - 2.en la expresión (I) se tendré que: 

( -2)"'* = 256 

{-2 ) 11 _ 1 = (- 2 } rt (descomponiendo 256 en potencias de base - 2} 
n - l - 8 (igualando fas potencias de igual base) 

n => 8 + i (despejando n) 

n " 9 


Problema 4 La suma de ios tres primeros términos de una progresión geométrica es 26 y la 
suma de ios seis primeros es 728, Hallar la suma de los nueve primeros términos. 

Solución 

De acuerdo con las condiciones del problema podemos escribir dos cosas 

a! + &2 + a 3 = 26 3) y 3i + + 33 + a¿i 4 as + a¿ = 728.(II) 

Sustituyendo te primera condición en la segunda podemos escribir que: 

26 + 3^ + 4 3$ ” 72 S 

t + 9 í — 728 — 26 

a., + a 5 + ag = 202 —.(III ) 

Er las expresiones (I} y (III) escribimos todos los términos en fundón del primero 


Para la expresión {I ) Para la expresión (II ) 


ai + ai -¡ r + air 2 = 26 


a* . r 4 + ai . r 4 + ai . r 5 = 702 

Temando factor común 8j nos queda que: 


Tomando como factor común ai.r 3 nos 
queda: 

a, (1 + r + r 2 ) = 26. (IV) 


ai r’í 1 + r+r 2 )* 720..„j(V) 
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Dividiendo miembro a miembro la expresión (V ) entre fa expresión (IV ) tiene que: 


a^l+r+r-) 702 


a^l + r + r*) 


26 


r*= 27 


= ^27 


r = 3 


Sustituyendo r - 3 en fa expresión ai (1 +■ r + r 2 ) - 26 se tiene que; 
a L (1+3 + 9) = 26 — 13 a t = 26. —► a! = 26/13 —^ i,^2 


3 f 1 m 

Luego la suma de los nueve primeras términos vendrá dado por la expresión; 5*. K\ ± 

1-r 

Sustituyendo por sus valores obtenerras; 


„ 2 ( 1 - 3 3 ) 

Sa n - 


2(i -19633) 
- 2 


- 19682 


S 9 s 19632 



L En una progresión geométrica se tiene que a^ = 28 y a 5 - 112, Determinar r y 
R; r = 2; á| = 7 r = -2; &i~7 

2. Interpolar dos medios geométricos entre 1/5 y 4/10 
R: 1/5 r 1/10; 1/20, 1/40. 

3. En una progresión geométrica se tiene queaj = 15 y a& = 405. Determinar r y aj* 

R: r - 3 = 5. 

4. Una sustancia pierde 3a mitad de su masa, cada día, Si inicia I mente existen 300 gramos de la 
sustancia, determinar: a) El número de días después de los cuales sólo restan 37,5 gramos de la 
sustancia, b) La cantidad de sustancia restante después de 3 días. R: 3 días y 1,172 gramos. 

5. La población de un país es de 260 millones de habitantes. Si la población crece a razón de 5,5% 
ai año, determinar: a) La población dentro de 12 anos, b) El número de años necesarios para que 
se duplique la población. Rs a) 494,31 millones b) 13,9 años 

6. Se tiene una progresión geométrica donde ai= 13, r - 3. Calcular a?. R: 13.122. 

7. En una progresión geométrica se tiene que a x = 2 y r = 1/2. Calcular a 8 . R: 1/64 

S. En una progresión geométrica son conocidos aj - 243; a n = 32; 5 n = 665, Partiendo de estos 
datos calcula la razón y el número de términos de la progresión. R: r = 2/3 n - ó 
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UNIDAD V PROGRESIONES 


CAPÍTULO 9 


Sucesiones y progresiones 


^ Actividades complementarías 



2. Dos términos consecutivos de una progresión aritmética son a 4 = - x + 9y a 5 ■ -2x + 1 ly« 
Calcular el primero y seKto término de dicha progresión R; ai = 2x + 3y a & - -3x + 13y 

3. Cuatro números naturales en progresión geométrica son tales que los dos primeros suman 12 y 
los dos últimos 300, ¿Cuáles son esos números?. Ri 2, 10, 50 y 250 

4* En una progresión aritmética se cumple que 3a s - a 3 - ■ 9 y (a.i) ! + a^ = 204. Encontrar la 
razón y el octavo término. R: - 3 y -3, 

5. Los términos quinto y noveno de una progresión geométrica valen VÍ y VÍA / respectiva mente, 
Hallar el valor de la razón y la suma de los diez primero términos. 





6. ¿Cuál es el número de términos de una progresión aritmética cuya razón o diferencia es 3/2, el 
último término es 38 y la suma de todos ellos es 500?. R: n = 25 



7, Interpolar 4 medios geométricos entre -p y 2/27 

v3 


8, En una progresión geométrica se tiene que a* - 24 y a s = 248. Determinar 3a razón y el primer 
término de 3a progresión, R: r = 3 y a t = 8 

9, Una progresión geométrica, que consta de tres términos, es tal que la suma de dichos términos 
es 133. Si el primer término es 1, ¿cuál es la razón?. R: -12 y 11 

10, Se tiene una progresión geométrica cuyo primer término es 4, el último es 62500 y Ja suma de 
todos los términos es 78124. ¿Cuántos términos tiene la progresión y cuál es la razón?. 

R: r = 5 n = 7 

11, En una progresión geométrica se tiene que 5 n - 93, a E - 3 y r = 2. Determinar n R: n = 5 
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Notas históricas 


Cari Friedrich Gauss (1777-1855) el 

más grande de Jos matemáticos, además- 
de astro rromo y físico, a la edad de 3 
años se dice que descubrió un emor al 
oír Ja liquidación del salario de su padre* 
Más tarde,, a los 18 anos fue capaz de 
inventar los mínimos cuadrados y a la 
edad de 19 anos resolvió un famoso 
problema que llevaba dos mil años sin 
solución. Construyó un polígono regular 
de 17 lados, de acuerdo con las normas 
eudideas. Dos mil años antes se hacía 
con regla y compás un triángulo 
equilátero, un cuadrado y un pentágono 
regular, más no así poiígonos regulares 
con un número de lados que fuera un 
número primo mayor que 5* 

En 1799 defiende ante la institución 
universitaria de Gotinga (Alemania) el 
teorema fundamental del álgebra. 
Este establece que cualquier ecuación 
polinómica de grado n r con coeficientes 
reates o complejos tendrá n soluciones, 
algunas de las cuales pueden ser 
múltiples, complejas. 

Su tesis, en la que optaba al doctorado, 
considerada entre las más importantes 
de todos ios tiempos, la constituyó la 
primera demostración de este teorema, 
obteniendo una demostración puramente 
algebraica, ya que la demostración se 
fundamentaba inicial mente en puras 
considera clones geométricas. 

En el siglo XVIII, muchos matemáticos 
pensaban que este teorema era cierto 
pero en ningún momento habían sido 
capaces de demostrarlo. 

Posteriormente, realizó algunos trabajos 
referentes a Cartografía, tales como la 
triangulación dd reino de Hannover; y 
también fue capaz de perfeccionar 
algunos instrumentos geodésicos. 


Sír Isaac Newton (1642-1727), con su 
gravitación universal y Aibert Einsteln 
(1879-1955) con su teoría de la 
relatividad son considerados las figuras 
más relevantes de la física. 

Si se tendría que elegir el más genial de 
los dos, tal vez sería justo señalar al 
primero por una razón poderosa: 
mientras Elnstein encontró hechas de 
antemano las matemáticas necesarias 
par formular su teoría de la relatividad, 
Newton tuvo que Ingeniárselas él mismo. 
Isaac Newton provino de una familia 
campesina en un pueblo al norte de 
Inglaterra ( Woolsthorpe }, Fue enviado 
a Cambridge para estudiar y una peste 
obligó a cerrar la universidad, lo que 
condujo a Newton a retirarse a su pueblo 
natal durante dos años. Este período es 
testigo del mayor flujo de ideas geniales 
que jamás mente alguna ha conocido: el 
cálculo- infinitesimal, la ley de gravitación 
universal y Ja descomposición de la luz 
solar surgieron de aquel período 
fecundo. 

Es más, a la hora de recordar los 
períodos breves más fecundos de la 
historia de la Ciencia en general, los 
nombres de Newton y Elnstein vuelven a 
surgir con aspectos de colosos. Los 
artículos salidos de la mente de Einsteln 
en unos pocos meses del año 1905 le 
valdrían su único premio Nóbel (efecto 
fotoeléctrico). 

En 1669, Newton sustituyó en la cátedra 
a quien había sido su maestro, el 
excelente matemático Isaac Barrow, Ésta 
cátedra la ocupó hasta 1696 cuando 
pasó a la dirección de la Gasa de la 
Moneda. 
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Resumen de fórmulas 



FÓRMULAS DE ÁLGEBRA 

Productos noto bles 

(x + a ){x 4* b) « x 2 + (a + b)x + ab 

(x + y} 2 • x 2 + 2xy + r 

(x - y) 2 = x 2 - 2xy 4 y 2 

(x + y)(x-y) * Jr-y 1 

(x + y y - x 3 + 3>ry + Sxv 2 + y* 

(x - y) 3 = x 3 - 3x?y + 3x\r - y 3 

La fórmula cuadrática 

St a es diferente de cera en la ecuación 
cuadrática ax 2 + bx + c - 0, tas soluciones 
vienen dadas por la ecuación: 

- b ± Vb z - 4ac 


2a 


Exponentos 


a‘ R - -~ 

a n 

s y«='Ts 

Logaritmos 

L log a x =a y si y sólo si x = a v 

2, log* 1 = 0 

3, log a (x. y) = [og a x + kjg B y 

4* log á x rt - n . log a x 

5. log^ a" = n 

6. logba.i 
7* log* 

8. log, - = rog e x - log, y 

rr * log a n 
9* log a W - —— 


FÓRMULAS DE TRIGONOMETRÍA 

Id entidades fundamentales 

1. sen 2 x + eos 7 x = 1 
2> sec 2 x m i + tag 2 x 

3, esc 2 x = i + cot 2 x 

x . senx 

4, lag x 


5 , cot x = 


6, esc x - 


7, tag x = 


8. sec x - 


eos X 
cosx 
sen x 
1 

senx 

1 

cot X 
1 

cosx 


Identidades de sumas y diferencias 

1, sen(x + y) = sen x eos y 4 eos x sen y 

2 , senfx - y) = sen x eos y - eos x sen y 

3, cosfx + y) = eos x eos y - sen x sen y 
4> cosfx - y) - eos x eos y + sen x sen y 

tag x 4 tag y 


5k tag(x 4 y ) = 
6. tag(x-y) = 


1 - tag x tag y 
tag x - tag y 


14 tag x tag y 

Identidades para el ángulo doble 

1. sen 2 x = 2 sen x eos x 

2. eos 2 x - cos^x- sen 2 * 

1 - eos 2 x 


3. sen 2 x = 


4, eos x = 


5, tag 2 x =¡ 


6. tag ¿ x - 


2 

1 *■ eos 2 x 
" 2 

2 tag x 
í-tag 2 x 


a l - eos 2 x 
£ *./ —■ __ ____ 


14 eos 2 X 
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Módulo de un complejo 

Sea d complejo Z = a + b E 

El módulo será; r = | Z | — V'a 2 + b 2 

Argumento de un complejo 

tag a. = b/a fr a = are tag b/a 

Forma binó mica de un complejo 

Z = a + b¡ 

Forma trigonométrica de un complejo 

Z - r ( eos a + f sen a) 

Forma polar de un número complejo 

Z = r cls a 


Angulos notables 



eos 

sen 

tag 

sec 

CSC 

cot 

1 

30 a 

JS 
- 2 

1 

2 

3 

2^ 

3 

2 

J5 

45° 

v'2 

2 

£ 

2 

1 

ü 

J2 

1 

60 ü 

1 

2 

V3 ■ 
2 


2 

2t/3 

3 

V3 

3 


Progresiones aritméticas 

ai: primer término 
último término 
d: raión o diferencia 
suma de n términos 

Término rt-éslmo 

an =aj + (n -1} d 


Suma de n términos 


Sn 


( a l + a n) 

2 


Progresiones geométricas 

Término n-ésimo 



Suma de n términos 



Q/ft) 

1 - r 






320 


mm 
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